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Esempio di Parametri DH (1)
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Esempio di cinematica (1)
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Parametri di Denavit – Hartenberg
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Esempio di cinematica (2)
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Esempio di cinematica (3)
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Angoli di Eulero
(2.79) pag. 52
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Cinematica diretta di posizione (1)

Eq. 1
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Se conoscessimo gli angoli di Eulero non ci sarebbero difficoltà; supponiamo di non 
conoscerli. Iniziamo dal sistema:
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Cinematica inversa di posizione (1)
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Cinematica inversa di posizione (2)
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Cinematica diretta di velocità (1)

Velocità lineari
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Velocità angolari: approccio analitico
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Queste potremmo definirle velocità euleriane
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Cinematica diretta di velocità (2)

Jacobiano analitico (per derivazione)

3 1 2 2 1 3 1 2

3 1 2 2 1 3 1 2

3 20
L
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c
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J Eq. 2a

1 0
0 0
0 1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

J Eq. 2b
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Velocità euleriane -> velocità cartesiane

Matrice di trasformazione 
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Velocità cartesiana

Velocità cartesiana nel riferimento base 

1 2 1

1 1 1

1

0
0
1 0

A

s q s
c q c
q

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= − ⇒ = −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Jω

Questo è lo jacobiano angolare geometrico.
Vediamo di calcolarlo con l’altro metodo 

Eq. 3
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Jacobiano angolare geometrico

I giunti sono entrambi rotoidali, quindi vedendo le relazioni a pag.92

1
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=
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Calcoliamo prima lo jacobiano angolare
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Queste due colonne sono uguali a quelle ricavate in Eq. 3
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Jacobiano lineare geometrico (1)
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che si ricava dalla cinematica diretta di posizione Eq. 1
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Jacobiano lineare geometrico (2)

poi calcoliamo

1

3 2

1, 3 2

0
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c
s
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r

R

invece di trasformarlo subito nel rif. 0, e poi eseguire il prodotto
vettoriale, eseguiamo prima il prodotto vettoriale in rif. 1
e poi lo trasformiamo in rif. 0
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Jacobiano lineare geometrico (3)

ora trasformiamo da rif. 1 a rif. 0
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J
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R R

ora possiamo scrivere i due jacobiani

che coincide con il risultato di Eq. 2a
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Jacobiano

possiamo affermare che i risultati per lo jacobiano lineare sono uguali
indipendentemente dal metodo usato per calcolarlo

per lo jacobiano angolare, i risultati dipendono dalle convenzioni 
adottate per misurare l’assetto

riassumendo:
3 1 2 2 1 3 1 2

3 1 2 2 1 3 1 2

3 20
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jacobiano analitico jacobiano geometrico
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