Esercizio (calcolo analitico dell’evoluzione di un sistema dinamico LTI a tempo discreto)
Sia dato un sistema dinamico lineare tempo-invariante a tempo discreto, le cui equazioni di ingresso-

stato-uscita sono:
x(k+1) = Az(k)+ Bu(k)

y(k) = Cx(k)+ Du(k)

A:[—gﬁ —8.5]’ B:H —12] C:[l _1} D:[O 0:

con:

Si calcolino:

1. gli stati e 'uscita del sistema con ingresso nullo e stato iniziale z(k = 0) = z¢ = 9 ] ;

2. gli stati e I'uscita del sistema con ingresso u(k) = [ Zl El]z; ] = [ ggg:; ] e stato iniziale nullo;
5 .

3. gli stati e l'uscita del sistema con ingresso u(k) = [ Zl Eg ] = [ gggg ] e stato iniziale
5 :

x(k:zO):xg:[_lQ].

Soluzione
Dato il sistema dinamico, utilizzando le trasformate Z si ha:

X(2) = 2(2I — At ag + (21 — AL BU(2)

Xi(2) Xy(2)
Y(2) = Cz (2] — A) L ag + [c (:1-A)"'B+ D} Ul(z)
Yi(z) Yy (2)

doveU(z)_[g;Eg}_ [223—1]

1. Per quanto riguarda l'evoluzione libera dello stato, X; (z) = z (21 — A) 'zp =

z240.5 1 N 0
Xi(2) _ 1 _ | 22-252-15 | _| 2—=3  z+05
L =G =A)we= 1 T 5T ey | = T "
22 —-252—-15 z—3 2405
e quindi:
z
z—3 z-! 3k
Xi(2) = A — (k) = [ —3k — (=0.5)" 1 e (k)
z—3 2405
Per quanto riguarda 'evoluzione libera dell’uscita, Y; (z) = Cz (2] — A) 'zy =
Y (2) 1 3z —2 2 1
o O A s e s T 23 2105
e quindi:
z z ozl k k
Y] =2 k)=12- —0. k
1) =22+ o= T u (k) = [2:3° 4 (-05)] < (k)
D’altra parte, y; (k) = Cx; (k) =

yi (k) = [ 1 -1 } [ g 3(160'5),? ] e (k) = [2.3’“+(—0.5)ﬂ e (k)



2. Per quanto riguarda Ievoluzione forzata dello stato, X (2) = (21 — A)™' BU (2) =

) ) s
Xf z _ -1 U z o -1 . -1 z .
~2 = GI-ATBE S = [ -A)7TB] (I -4) 7B, ] i | =
z
_ Ui (z) _ Us (2)
_ _ 1 1 _ 1 2
= [(z1 -4 BL - +[(21 - 4) BL .
Xr1(2) Xi2(2)
V4 V4
dove
r 2241 1 N 1 N 0
Xpi(2) | 232352242415 | | 2—=3 " 2—1 " 2405
o = 4z — 19 =1 -1 N 5 N 4
| 23—-35224+241.5 z2—3 z—1 2405
r 32+1.5 1 N 0 +—_1
Xpa(2) | 2329252152 | _ | 2—3 " 2405 ' 2
. = —62+17.5 = _1+ 6 +;5
| 23 —2.522—-1.52 z—3 z2+05 z
e quindi:
r Z VA
2—3 2-1 z-1 3k — 1k
val(z) = B z 15 z B z ‘)l‘f,l(k):|‘_3k+51k_4(_05)k S(k)
L z—3 z—1 z+0.5
r yA
Xl =3 ! 2o 3k (k) — 6 (k)
2= z P2 [-85 46+ (—05)] e (k) = 50 (k)
+6 5
L z—3 z+0.5
per cui:

235 —1] e (k) o (k) ]

wy (k) =g (k) +ap (k) = { 23 42 (~0.5)" +5] = (k) — 56 (k)

Per quanto riguarda ’evoluzione forzata dell’uscita, Yy (2) = {C (21 —A)'B+ D} U(z) =

B C(z1-4)7" B+ D] Uiz _
z V4
Ui (2)
_ _ -1 _ -1 4 _
= [[cGr-a B+DL (C (21 - 4) B+D}2} ol | =
z
= [c@r-47 B+ D] ), [C(z1 -4 B+ D] 02 (2)
1 z 2 z
Yii1(2) Yio(2)
y4 y4
dove
Yii(z2) 922420 _ 2 6 4
z 0 23-3522424+15 2—-3 z—1 z+05
Yia(z) 92 — 6 2 —6
z N z3—2.5z2—1.5z_z—3+z+0.5+z

2



e quindi:

—_ ? _ o o Z_l — . k_ . k o — k
Vi) = 2 6Z_1—|—4Z+0.5—>yf71(k:)—[2 38— 6184+ 4- (=0.5)"] e (k)
_ z z z-1 _[o.ak _ . (_ k
Via(a) = 27 62+0‘5+4—>yf72(k)f{2 88— 6 (—0.5)"| = (k) + 45 (k)

per cui:
yr (k) = yp1 (k) + ypa (k) = [4-3% = 2. (<0.5)" — 6] £ (k) + 46 (k)

D’altra parte, poiché D ¢ nulla, allora y; (k) = Cxy (k) =

B [2.3’“—1]5(1@)—5(@
yr (k) = [1 _1}[[_2.3k+2-(—0.5)’“+5}s(k)—55(’f)

- [4.3’f —2.(=0.5)F - 6} e (k) +46 (k)

. In base ai risultati ottenuti nei due punti precedenti,

385~ 1] (k) o (k) ]

z (k) =z (k) + zyp (k) = [ {_3.3k+(_0,5)k+5}5(/€)—55 (k)

y (k) =y (k) +yy (k) = [6-3" = (<0.5)" — 6] = (k) + 46 (k)
D’altra parte, poiché D ¢ nulla, allora y (k) = Cz (k) =
335 —1]e(k)—a(k)
vk = [1 1] { =335+ (=0.5)" + 5] & (k) — 53 () ]
= [6:-3" = (~0.5)" — 6] e (k) + 45 (k)



