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Norme e spazi di segnali e sistemi

Sia X uno spazio vettoriale su R o C.
Si definisce norma su X una funzione a valore reale
x — ||zl
che soddisfa le seguenti proprieta, valide Vx,y € X e Va € Ro C:

\
(¢

||| > 0 (nonnegativita)
> ||z|| & una funzione definita positiva

/

)
(12) ||z|| =0 seesolosex =0
)

(122) ||ax| = |af||z|| (omogeneita)
(7v) |z +y|| <||lx| + ||y|| (disuguaglianza triangolare)

X & detto normato se si & definita una norma su di esso.
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Norme di vettori

Sia X = R"™ o C"; si definiscono norme di Hélder £, :

n 1/10
Jall, = (z rmp) l<p<oo
k=1

Casi d’interesse:

n

2 |kl

k=1
- 2
> |xk|”  (norma euclidea)
k=1

max ||
1<k<n

Identificazione Set Membership con dinamiche non modellate

M. Taragna




%55 Politecnico di Torino - DAUIN

Norme di matrici

Sia X linsieme di tutte le matrici m X n definite su R o C; R™*X™ o C™*":

X & uno spazio vettoriale su cui si possono definire diversi tipi di norme.

Di particolare interesse € la classe delle norme indotte:

|Az|
|A]l, :=sup ——, A€X
70 HI‘Hp

con la seguente proprieta, valida VA, B € X:

1AB][, < [lAll, [IBI],
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Esempi di norme indotte:

m
All, sup Y, |a;;| (massima somma per colonna)
1<7<n =1

All, max \; (A*A)

1<i<n

n
1Al sup ) |a;j| (massima somma per riga)
1<i<m j=1

La norma di Frobenius € un esempio di norma non indotta:

|A| 7 := /Traccia (A*A) =
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Norme e spazi di segnali a tempo discreto

Si considerino i seguenti spazi vettoriali €p a dimensione infinita (con 1 < p < o0),

costituiti da sequenze x = {xi} : Z—C
o0 o0 1
b(Ze) = {o={odZ : (Tie o) < oo}

G2 = o= okl (S k) < oo}

1/p
6,2) = {z={mhl o (S lexl) P < oo}
Su cui si possono definire rispettivamente le norme:

o0 1
o= (S e

-1 1/29
£ P : (Zk:—oo ‘xk’p)

0O 1
o, = (52 )
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Norme e spazi di segnali a tempo continuo

M. Taragna

Si consideri il seguente spazio vettoriale L, a dimensione infinita (con 1 < p < 00),
costituito da funzioni f = f (t) : I € R—C integrabili secondo Lebesgue:

Su cui si puo definire la norma:

Casi d’interesse:

fll, = ([, 1f @)

{f f & misurabile, ([, |f () |pdt)1/p<oo}

‘p dt)l/p

Tempo discreto

Tempo continuo

lzlly = 2k [

ANl = J; f ()] de

2
]y = /3l

£, = /S 1F ()

oo

[fll o := esssup | f ()]

tel
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Tempo discreto Tempo continuo

lell, = lexl | IF1 = J, 1f @)l dt
lelly = /Sy x| 171l o=/, 1f (0 dt

|z]| . :=sup|zx| | ||fll. :=esssup |f (¢)]
k tel

Casi d’interesse:

Applicazioni:

(¢) un segnale s ha energia finita se e solo se ||s||, < 0o;

(22) un segnale s & limitato se e solo se ||s|| . < oo;

(29¢) unsegnale s € L, (R) & detto causalese s € L, (R),

mentre & detto anticausale se s € L, (R_).
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Norme e spazi delle caratterizzazioni in frequenza
di segnali a tempo discreto
Sia x = {xx} : Z — C un segnale a tempo discreto.

Si definisce caratterizzazione in frequenza di x la trasformata di Fourier a tempo
discreto (DTFT)

X (w)=1z (ej“’) — i rpe Iwk

k=—o0

Si definisce allora lo spazio normato Ep delle caratterizzazioni in frequenza di

segnali a tempo discreto (con 1 < p < o0):

£, (10,27 = {X = (o [ |X<w>pdw)1/p < oo}
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Norme e spazi delle caratterizzazioni in frequenza
di segnali a tempo continuo

Sia x (t) : R — C un segnale a tempo continuo.

Si definisce caratterizzazione in frequenza di x la trasformata di Fourier

+0o0
X () = 4 (juw) 1= / 2 (1) eIt gt

— 0

Si definisce allora lo spazio normato Lp delle caratterizzazioni in frequenza di

segnali a tempo continuo (con 1 < p < o0):

{X Xl = (5 [ <w>rpdw)1/p < oo}
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Spazi di Hardy

H, (D) := {iz . h(\) &analiticain D, ||A|, < oo}

R 1 27 R . P 1/p
con D:={X:|A| <1}, |, = (Sup —/ h(r 63“’)‘ dw)

r<1 27 ) g

Casi d’interesse nel caso di caratterizzazioni in frequenza di segnali a tempo discreto:

o My (D):= {/; . h(\) &analiicain D, [|A]]2 < oo},con

R 1 2T ' 2 1/2
|h]]2 = (Sup —/ h (fr : €jw> dw)
r<1 2T 0
{ﬁ . h(\) eanaliticain D, ||h]le < oo}, con
1A]|oo := esssup E(A))

IA|<1
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o M, (D):= {h h= 3 hAF e analiticain D, |7, < M}, con

D= {A: A| < p)

SN [P 1/p
(% 02 h(p-eﬂw) dw) , 1 <p<o

hlp., = !
1l esssup |h (A)], p =00
\ED,

{iL h =300 hiAF @ analiticain D, ||| o0 < M} con
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Norme di sistemi

Sia (G un sistema lineare tempo invariante (LTI), a tempo discreto oppure a tempo
continuo, e sia GG la sua trasformata Lambda (G = ) _, gkAk) o di Laplace.
Siano © ed y = g * u rispettivamente I'ingresso e l'uscita di GG. Allora:

esssup |g (&% (T.D.)
G o HGUH2 _ @ _ w€[0,27f]| ( )‘
H 2,2 T Sup ” ”OO_ ~ /.
w0 ||ull5 esssup |9 (jw)| (T.C.)

w€E|—o00,00]

D he—oo lgk|  (T.D.)
[ lg@®)|dt (T.C.)

Gl 00 = = |Gll=

Applicazioni:

e (5 ha un’amplificazione limitata di energia se e solo se G € H ;

e (5 & BIBO-stabile se e solo se |G|, ¢ finita.
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Spazi di Banach

Sia X uno spazio vettoriale normato:

e una sequenza xz = {x} € X & convergente se

dr* e X ||z —x™|| — 0 perk — oc;

e una sequenza x = {x;} € X & una sequenza di Cauchy se

Ve >0, In>0:||z; — a2kl <&, Vi,k>n;

e X sidice completo se ogni sequenza di Cauchy in X & convergente.

Si definisce spazio di Banach uno spazio vettoriale normato completo.

Esempi di spazi di Banach: R", C", ¢, (Z), L,, (I), L, (|0, 2x]), L, (R).
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Spazi di Hilbert

Sia X uno spazio vettoriale su R o C.

Si definisce prodotto interno (o scalare) in X una funzione a valore complesso

(@, y) — (z,y)
che soddisfa le seguenti proprieta, valide Vz,y, 2z € XeVa,3 € Ro C:
)

x,x) > 0 (nonnegativita)

> (-, ) & una funzione definita positiva
)=0seesolosex =0

)
) )

1) + z) = (x,y) + (x, z) (addivita)
) = «a {(r,y) (omogeneita)
)

, ) (simmetria)
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Si definisce spazio di Hilbert uno spazio vettoriale normato completo su cui €

definito un prodotto interno, che induce come norma:

|zl == v/ (z, z)

Esempi di spazi di Hilbert:
X=0C",

X — Can)
X =4, (Z),

X=L2(I),
X =L ([0,27]), (X,Y):=
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