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Linearizzazione di sistemi dinamici

Linearizzazione di una funzione reale




®» Una funzione f(x):R — R puo essere sviluppata in
serie di Taylor in un intorno di ampiezza ox= X — X,
di un qualsiasi valore x; della variabile reale x come:
F(x)="7r(x,+0x) =

df (x)

2
sy L 700
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®» La funzione 7(x) puo essere approssimata in tale
Intorno mediante il troncamento /7(x) dello sviluppo
In serie di Taylor arrestato al termine di 1° grado:

arf(x)

= F(x,)+ SX%+...

F(x)=7(x,+6x) = F(x,)+ ox = h(x)

X=X
0
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®» |'approssimazione /1(x) e tanto migliore quanto piu
piccolo e l'intorno ox del punto di linearizzazione x;
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Linearizzazione di sistemi dinamici

Linearizzazione di un sistema dinamico




Linearizzazione di un sistemadinamico

| sistemi dinamici reali non sono mai perfettamente
lineari, ma possono essere approssimati nell'intorno
di ogni prefissato movimento (quale, ad esempio,
un punto di equilibrio) mediante opportuni modell
lineari, detti modelli linearizzati

Per I'analisi ed il controllo di sistemi dinamici linear|
si hanno a disposizione metodologie piu semplici,
potenti e numerose rispetto al caso non lineare
Obiettivo: costruire un modello dinamico lineare
che approssimi bene il comportamento del sistema
dinamico non lineare nell’intorno di un prefissato
movimento “nominale”




®» Dato un sistema dinamico, a dimensione finita,
MIMO, a tempo continuo, non lineare, stazionario

X(t) = F(x(t),u(t))

y(t) = g(x(),u(®))
se ne considerino due diverse evoluzioni temporali:

® Un movimento “nominale” x(¢) ottenuto applicando
un ingresso “nominale” () al sistema posto in uno
stato iniziale “nominale” )?O, cui corrisponde una
uscita “nominale” y(t) =

x(t) e y () soddisfano il seguente sistema di equazioni
X(t) = f(X@),d(®)), X({t=0)=x
y(®) = g(x(@®),a())




" |Movimento perturbato di un sistema dinamico

®» Dato un sistema dinamico, a dimensione finita,
MIMO, a tempo continuo, non lineare, stazionario
x(1) = f(x(t), u(t))
y (&) = g(x (@), u®))
se ne considerino due diverse evoluzioni temporali:

® Un movimento “perturbato” x(¢) ottenuto applicando
un ingresso differente (“perturbato”) v/(¢) al sistema
posto in uno stato iniziale differente (“perturbato”) x, ,
cui corrisponde una uscita “perturbata” y(f) =

x(t) e y(t) soddisfano Il seguente sistema di equazioni
x(t) = f(x(@),u(t)), x(t=0)=ux,

y(®) = g(x(@®),u())




Perturbazmm di un sistema dmamlco

®» Le differenze fra le due diverse evoluzioni temporali
rappresentano le perturbazioni del sistema:

® 5x(t) = x(t) — X(¢) = perturbazione sullo stato € R”
= x(f) = () + 5x(t)

@ ou(t) = u(t) - a(t) = perturbazione sull'ingresso € R”
—  u(t) = d(t) + Su(t)

® 5y (1) = y(t) - y(t) = perturbazione sull'uscita € R?

= y()=y()+oy(2)
®» |’evoluzione temporale della perturbazione sullo
stato ox(t) e soluzione dell’'equazione differenziale

5x(£) = d((z;(t)) _ d(X(tg)y’t_)?(t)) _ X (D)
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Calcolo delle perturbazioni del sistema (1/3)

®» |’evoluzione temporale della perturbazione sullo
stato ox () e soluzione dell’'equazione differenziale

Ox(t) =x(t)—x(@) =F(x(@),u(t))-F(x(t),u(®))
®» La funzione f(x(t),u(t)) puo essere sviluppata in
serie di Taylor in un intorno di x(¢) e u(t) come
F(x(t),u(t)) = F(X(t)+ox(t), a(t)+u(t)) =

QUCST) ox(t)+ QUCST) ou(t)+...

e puo essere approssimata mediante il troncamento
di tale sviluppo in serie arrestato al termine lineare:

F(X@)u0) = F(7@),0@) + T ) sx(p)+ L ) Su(d)
2= A ~

= F(X(2), (1)) +

11
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| Calcolo delle perturbazmm del sistema (2/3)

®» Quindi ox(t) e soluzione dell'equazione differenziale

ox(t) = F(x(t),u(t)) - f(x(t),u(t)) =

of (x,U) of (x,U)
~ ’ ox(f) + ’ ou(t) =
OX |x=x @ ou |x=x ©
u=u u=u
= A(f) ox(f) + B(f) ou(r)
A(t)—af (x,1) 8’1/:5)( - / ox, _ < . Jacobiano di 7
- :~_ . i [ ] N tt d
OX i(/:g _afn/ax af /GX zzg FISPEto ad X
of Jou, ... of |0
B(t)—af (x,0) 1/: “ ) 1/ : U/’ _pr<p . Jacobiano di f
- :~_ . . . [ ] . tt d
oup=x or Jou - of, |ou, i rSpetto ad u

12




| Calcolo delle perturbazioni del sistema (3/3)

® Procedendo in maniera analoga con oy(t), si ricava:
oy(t) =y (&) -y(t) = g(x(@),u(®))— g(x(t),u(?)) =

= XL sy + XD sy

- OX  |x=x ou |x=x
u=u u=u

=C(t) ox(t) + D(t) ou(r)

_ agl[@(l . 6g1/:6X” RV - Jacobiano di g
X=X ’ . ' . " rispetto ad x
Vs 109, /0n - 39, /ox,_

=21

T X
0l

S X

og, [ou, ... ogy Jou,
D(t):(’?g(x,u) L .7

_ CRIP - Jacobianodi g
ou

=% o / ) " rispetto ad v
_ _8gq / ou, 8gq / aup_

X
u

T
S X
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Sistema dinamico linearizzato TC

® Quindi l'evoluzione temporale del sistema dinamico
x(t) =f(x(@),u(t))

y(t) =g(x@),u(®)
nell'intorno del movimento “nominale”(x(?), u(t), y(t))
puo essere espressa in forma approssimata come

X(@) = x(@ + ox(@), u®) = u(@®) + ou@), y(© = y (&) +oy(t)
In funzione delle perturbazioni ox(f) e oy(f) che sono
le soluzioni del sistema dinamico linearizzato

ox(t) = A(t) ox (@) + Bt)su(t), Sx(=0)=x(=0)—X,
Sy(t) = C[t)5x(t) + D) su(t)
of (x,u) B()= of (x,u)

OX |x=X ou
u=0

A(t) =




Sistema dinamico linearizzato TD

®» Analogamente, I'evoluzione temporale del sistema

x(k+1) = f(x(k),u(k))
y(k) = g(x(k),u(k))
nell'intorno del movimento “nominale”()?(k),&(k),)?(k))
PUO essere espressa in forma approssimata come
X(K)=X(K)+0x(K), u(k)=u(k)+ouk), y(K)=y(k)+0oy (k)
In funzione delle perturbazioni ox(k) e oy(k) che sono
le soluzioni del sistema dinamico linearizzato

Sx (k +1) = A(k) 5x (K)+B(K) su(K), 5x(k=0)= x(k=0) — X,
Sy (k) =C (k) 5x (K)+D (k) Su (k)
of (x,u) orf (x,u)

oX

A(k) =




Linearizzazione nell’intorno dell’equilibrio

®» In generale, il sistema dinamico linearizzato puo
risultare variante nel tempo, anche se il sistema
dinamico non lineare da approssimare e stazionario

®» Se pero il movimento “nominale” considerato e un
punto di equilibrio (X,%), allora le matrici A, B, Ce D
del sistema dinamico linearizzato risultano costanti
e quindi il sistema dinamico linearizzato e LTI:
ox(t) = AdSx(t) +Bou(t) ox(k+1) = Aox (k) +Bou(k)
oy (t) = Cox(t)+Dou(r) oy (k) = Cox(k)+Dou(k)
® Quale che sia il movimento “nominale” considerato,
a validita dell’approssimazione mediante il sistema
Inearizzato e tanto maggiore quanto minori sono le

perturbazioni rispetto a tale movimento “nominale”
16




Linearizzazione di sistemi dinamici

Esempi di linearizzazione
di sistemi dinamici




Esempio #1 di linearizzazione (1/4)

» Dato Il sistema (levitatore magnetico) descritto da

X = X, =1, (x,u) ﬂ
< 0
Xy = g~ (ki/M)u?] X2 = F(x L) [l
Y =X = g(x,u) o | %g;ﬁ;@
calcolare Ie matrici del sistema dlnz}mlco Ilnearlzzato\
k |—
nell’intorno del punto di equilibrio| x =\ W Y|, a0
0 )
®» Nell'equazione ox () = A5X(t)+55u(t) compalono
Cof, of, 0 1 0 1]
_ of (X,U) _ 8)(1 8)(2 _ _o
A= b |on || 2|26 =20 i
u=i | ax ox, x=x LMXS ] LN K
u=u 18




Esempio #1 di linearizzazione (2/4)

» Dato Il sistema (levitatore magnetico) descritto da

: =fxw)

X =X

<
X,= g —(ki/M) 2| X2 = B (x u) T ]
y =X = g(x,u) A % ol
calcolare Ie matrici del sistema dlnz}mlco Ilnearlzzato\
k |—
nell’intorno del punto di equilibrio | x =\ W Y|, a0
0 y
» Nell'equazione Sx(f) = A5X(t) +B§u(t) compalono
OF (x 1) A 0 0
B = , — | ou = 2/(,(7 = Zg
ou X=X % _ - —9 ——
u=u - Loullx=x | Mx{| L u
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Esempio #1 di linearizzazione (3/74)

» Dato Il sistema (levitatore magnetico) descritto da
/
0 l

X=X, = £ (x,u)
<X =g~ (ki/M) P xZ = F(x,0) A
V=% = g(x,u) R %gé@é@;@?

calcolare Ie matrici del sistema dinamico Ilnearlzzato\

/
X=

nell’intorno del punto di equilibrio

0
. L i J
®» Nell'equazione oy (f) = Cox(t) + Dou(t) compaiono:

C — g (x,u) _ [ag 8g}
oX X=X 0Xy 0Xy
u=u
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Esempio #1 di linearizzazione (4/4)

» Dato Il sistema (levitatore magnetico) descritto da
/
0 l

X = X, = (x,u)
<
X,= g —(ki/M) 2| X2 = B (x u) I
y=x = g(x,u) ol esézégé % .
calcolare Ie matrici del sistema dlnf}mmo Ilnearlzzato\
nell’intorno del punto di equilibrio| x = , U #0
0
\ L i J
®» Nell'equazione oy (f) = Cox(t) + Dou(t) compaiono:
_og(x,u)
b= ou |X X [au] X=x = 0]
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Esempio #2 di linearizzazione (1/6)

X, =X,
ucosx g

-

y:X1

Cix|

L+ sinx,——=5=
/

 Oh

_ | ox

or

using, p

OXq

" COS X;—

S X

Cix|

®» Dato Il sistema (pendolo inverso) descritto da
=1, (Xx,u)

f,(x,u)
~ g0y L.

. Mgl o?)

K

1

,L—,:oj
0

® Nell'equazione Sx(f) = = Aox (f) + Bou(t) compalono:
_ of(x,u)

M M2

colare le matrici del sistema dinamico linearizzato

I'intorno dei punti di equilibrio [)_(:

22




Esempio #2 di linearizzazione (2/6)

®» Dato Il sistema (pendolo inverso) descritto da

X =X, =H(xU)  mgholt)
- _ucosx q - BX, ' )
X, = v +/S|nx —/I///2 f,(x,u) i ig
y:)(l _g(X L/) £,

calcolare le matrici del sistema dlnamlc_:o Ilnearizzato

nell’'intorno dei punti di equilibrio [)_(: koﬂ ,L_/=O]

®» Nell'equazione Sx(t) = ASx(t) + B&u(t} compaiono:
0 1 0 1 |
Kpari=A=| g B |, kdispari = A=| g Yii
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Esempio #2 di linearizzazione (3/6)

®» Dato Il sistema (pendolo inverso) descritto da

Ca

-

X =X, =H(xU)  mgholt)
: _ucosx q X, ' )
X, = v +/S|nx W f,(x,u) i ig
y:)(l _g(X L/) £,

colare le matrici del sistema dlnamlc_:o Ilnearizzato

ne

lintorno dei punti di equilibrio [)—(: koﬂ ,L_/:O]

®» Nell'equazione 5x(f) = Adx () + B&u(t} C(Smpaiono:

B —

of (x,u) Ea 0
XU _
= g,‘! =| cosX,
ou |x=x 2 _
u=u | oulIxX=x M/
u=u - =

24




Esempio #2 di linearizzazione (4/6)

®» Dato Il sistema (pendolo inverso) descritto da

X =X, =H(xU)  mgholt)
- _ucosx q - BX, ' )
X, = v +/S|nx —/I///2 f,(x,u) i ig
y:)(l _g(X L/) £,

calcolare le matrici del sistema dlnamlc_:o Ilnearizzato

nell’'intorno dei punti di equilibrio [)_(: koﬂ ,L_/=O]
®» Nell'equazione 5)'_((1‘) = Aox(l) + B_&u(ti C(Smpaiono:
0 0
kpari=EB=| 1 |,kdspari=B=| 1

_|_— - —
M/ M/
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Esempio #2 di linearizzazione (5/6)

®» Dato Il sistema (pendolo inverso) descritto da
X =X, =1, (Xx,u) o Fo ()

: ucosx q X,
X, = mx—— f(x,u
R Al AT
y:)(l _g(X L/) £,
colare le matrici del sistema dlnamlc_:o Ilnearizzato
O]

-

ca
. . . v . [ — K| —
nell'intorno del punti di equilibrio [x: 5

®» Nell’equazione oy (t) = Cox(t) + Dou(f) compaiono:

C — og(x,u) _ [8g ag}
aX )Z 5X1 5X2
u

X
u
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Esempio #2 di linearizzazione (6/6)

®» Dato Il sistema (pendolo inverso) descritto da
X, =X, =H(xU)  mgholt)
» .

. ucosx s

_ 1, 9. 2 _

X, = v + /smxl—W_fz(X,u) i
=g(x,u) L

colare le matrici del sistema dinami(_:o Ijnearizzato

O]

-

\y — Xl
ca
. . . v . = |KkT| —
nell'intorno dei punti di equilibrio [X: i
®» Nell'equazione oy (t) = Cox(f) + D§u(t5 cémpaiono:

D = ag(g);,u) - 9| _.=I0]

X =
U=

QI
Qx|
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Esemplo #3 di linearizzazione (1/6)

3

calcolare le |
x(@)
\

IN

;

Ne

A=

of (x,u)

Cix|

X
u

®» Dato Il sistema descritto dal seguente modello
X, (k +1) = x (K)u(k) + x (k) X, (k) =1, (x,u)

Xk +1) =X, (Ku(K) +3x2(K) = £,(x,u)
(k) = x (k) x, (k)

=g(x,u)
e matricl del sistema Qina[nico linearizzato
T=05|e|x®=| ¢ | 7=05]| ceR
05

quuazmne ox(k+1) =Adx (k) +Bou(k),
" of, of,
| oxg ox,
of, oh
| 0Xq OXo |

utx, X
0 -u+6x,

Cix|
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Esemplo #3 di linearizzazione (2/6)

®» Dato Il sistema descritto dal seguente modello
X (K +1) = x (Ku(k) + x (K) X, (k) =1 (x,u)

X,k +1) =X, (Ku(K) +3x2(K) = £,(x,u)

(k) = x (k) x, (k) =g(x,u)
calcolare le matrici del sistema dinamico linearizzato
[ 0] _ (b - C |
in| x@=|"| 7=05|e | x¥= =05 ceR
. 0 0. 5

®» Nell'equazione §x(k+1) Aox (k) +Bou(k),
—(a) @ |05 0
[0% % } e X=XT=A=4 _[o 4).5}
A= T =4

0 —U+6X, e 7—57® — 2 :A(b):[l c }
0 25
29

3

.




Esemplo #3 di linearizzazione (3/6)

3

calcolare
4

in | x{9 =

\

o

0]

B =
ou

X
u

®» Dato Il sistema descritto dal seguente modello
X (K +1) = x (Ku(k) + x (K) X, (k) =1 (x,u)

x,(k +1) = —x, (K)u(K) +3x2(K)
(k) = x (k) x, (k)

oy

| eu
oh
_oU _|

= £,(x, 1)

=g(x,u)
e matricl del sistema dina[nico linearizzato

—:o.sj : [)7«»-

Nell'’equazione §x(k+1) A5X(k)+B§u(k)
of (x,u)

QI x|

=O.5] celR
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Esemplo #3 di linearizzazione (4/6)

®» Dato Il sistema descritto dal seguente modello
X (K +1) = x (Ku(k) + x (K) X, (k) =1 (x,u)
X, (k +1)=—x,(K)u(k) + 3)(2 (k) =71(x,u)

(k) = x (k) x, (k) =g9(x,u)
calcolare le matrici del sistema dinamico linearizzato

’ g ial
n|x@=|% =05 e |x®=| € | 7=05| ceRr
. 0 0.5]

®» Nell'equazione §x(k+1) Aox (k) +Bou(k),

se x=x@ =p =59 _ [}
|:X1:| 0
B = .

X valkvi()) (b)
sex=x"=>B=F [_05}

3

\
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Esemplo #3 di linearizzazione (5/6)

®» Dato Il sistema descritto dal seguente modello

calcolare

»

IN

X, (k +1) = x, (K)u (k) + x, (K)x, (k) = £,(x,u)
in (k +1)=—x,(K)u(k) + 3)(2 (k) =71(x,u)
y(K) =X, (K)X, (k) =g(x,u)
e matrici del sistema dinamico linearizzato

( e |
¥@_|% 7_05|e[x®=| ¢ | G-05]| ccr
\ 0 0.5

Nell'equazione Sy (k) = Cox (k) + Dsu(k)
_ogx,u) | 6g og = =
“= " |k X‘[axl axj =l ul =

se x=xD=c=c?=[00],se x=x? =c =c?[05 ]
32
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Esemplo #3 di linearizzazione (6/6)

®» Dato Il sistema descritto dal seguente modello
X (K +1) = x (Ku(k) + x (K) X, (k) =1 (x,u)

ixz (k+1) = —x,(K)u(K) +3x2(k) = £,(x,0)

y(K) =X, (K)X, (k) =g(x,u)
calcolare le matrici del sistema dinamico linearizzato

: e
n | x@=% 7205l e |x®=| € | 7-05| ccRr
0 0.5

\ Rl
®» Nell'equazione oy (k) = Cox(k) + Dou(k) ,
_og(x,u) | og B
0- 99| _[2]), [0

X
u

Qx|

ou

X
u
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