Fondamenti di Automatica Stabilita esterna e analisiedédiposta

Stabilita esterna e risposta a regime
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatnzdalla seguente funzione

di trasferimento:
s+4

(s+3)(s+8)

calcolare analiticamente, se possibile, la risposta imregermanentg,., (t) all'in-
gresso sinusoidale(t) = U - sin(wy - t), conU = 2 ew, = 5 rad/s.

H(s) = Y (s)/U(s) =

Soluzione

Tutti i poli di H(s) hanno parte reale strettamente minor®,din quanto valgone-3 e
—8, per cui il sistema e BIBO stabile nonché in forma minimaigndi € anche asintotica-
mente stabile. In tal caso, esiste la risposta in regime aeemte all’'ingresso sinusoidale
applicato. In particolare:

Yperm(t) = 7 - sin(wg - t + @) e(t) = g - sin(bt + @) e(¢)
y=|H(jwo)| -U=2[H(j5)|
¢ = arg(H (jwo)) + o = arg(H(j5))

B | j5+ 4] V4

|75+ 3] - |j5+8| /34 - +/89
arg(H(j5)) = arg(jd +4) — [arg(jd + 3) + arg(j5 + 8)] =
= arctan(5/4) — [arctan(5/3) + arctan(5/8)] =
= 0.8961 — (1.0304 + 0.5586) = —0.6929 rad

| H(j5)| = 0.1164

e quindi:
Yperm (t) = 0.2328 - sin(5t — 0.6929) £(t)

2 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatnzdalla seguente funzione

di trasferimento:
(s—1)(s+5)

(s+1)(s+2)

calcolare analiticamente, se possibile, la risposta imregermanentg,., (t) all'in-
gresso sinusoidale(t) = U - cos (wy - t), conU =5 ewy = 1 rad/s.

H(s) =Y (s)/U(s) =
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Soluzione

Tutti i poli di H(s) hanno parte reale strettamente minor®,din quanto valgonc-1 e
—2, per cui il sistema e BIBO stabile nonché in forma minimaiendi & anche asintotica-
mente stabile. In tal caso, esiste la risposta in regime @eemie all'ingresso sinusoidale
applicato. In particolare:

Yperm(t) =7 - cos(wo - T + @) £(t) = § - cos(t + @) &(?)
y=IH(jwo)| -U=5|H(j)

|
p = arg(H (jwo)) + 0o = arg(H (7))

=1 s V2 V26
|H ()| = ISR G =52
arg(H(j)) = arg(j —1) +arg(j +5) — [arg(j + 1) +arg(j + 2)] =
= arctan(l/(—1)) + arctan(1/5) — [arctan(1/1) 4 arctan(1/2)] =
= —0.7854 + 7+ 0.1974 — (0.7854 + 0.4636) = 1.3046 rad

= 2.2804

e quindi:
Yperm (t) = 11.4020 - cos(t + 1.3046) £(¢)

Si noti chearg(j — 1) = arctan(1/(—1)) = —0.7854 4+ © = 2.3562 rad, in quantoj — 1
si trova nel Il quadrante del piano complesso.

3 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatnzdalla seguente funzione
di trasferimento:

(s—1)(s+5)

(s+2)(s—5)

calcolare analiticamente, se possibile, la risposta imregermanentg,., (t) all'in-
gresso sinusoidale(t) = U - sin (wy - t), conU = 2 ew, = 5 rad/s.

H(s) =Y (s) /U (s) =

Soluzione

Non tutti i poli di H(s) hanno parte reale strettamente minore, i quanto valgone-2 e
+5, per cui il sistema non e BIBO stabile. Essendo in forma maisi vede che il sistema
non solo non & asintoticamente stabile ma addiritturdtaginternamente) instabile, per
Cui non esiste alcuna risposta in regime permanente.
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4 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatpzdalla seguente funzione
di trasferimento:

5(s+9)(s—2)

H(s) =Y (s)/U(s) = (352 4+ 25+ 0.6) (55 + 5s 4 2.5)

calcolare, se possibile, il valore finajg della risposta all'ingresso a gradino di ampiezza
0.1, u(t) = 0.1e (1) .

Soluzione

Il denominatore diH (s) & dato dal prodotto di due polinomi di Il grado. Applicanéo |
regola di Cartesio ad entrambi i polinomi, i cui coefficiesdno tutti di segno concorde e
non presentano quindi alcuna variazione di segno, si dezhecautti i poli di H (s) hanno
parte reale strettamente minoreddiPertanto, il sistema e BIBO stabile nonché in forma
minima, per cui € anche asintoticamente stabile. In tab,cesiste la risposta in regime
permanente all’ingresso a gradino applicato, il cui vaforale vale:

Yoo = limy(t) :];ig%sY(s):limsﬁ U (s) ziig%sH(s) Ul(s) =

t—o00 s—0 U(S)
. 0.1 5.9 (=2)

— lmsH(s) ——=01H(O) =01 -2 2"\"9_ 4
lim s H (s) — (0) 06 - 25

5 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatnzdalla seguente funzione
di trasferimento:

s— 20

H<S>:Y<S>/U<S>:34—}-33+1582+258+10

calcolare, se possibile, il valore finajg, della risposta all'ingresso a gradino di ampiezza
4, u (t) = 4e (1).

Soluzione

Il denominatoreD(s) di H(s) € un polinomio di IV grado. Per saper se il sistema e BIBO
stabile, & in questo caso necessario ricorrere al critBriRouth, in quanto il fatto che i
coefficienti diD(s) siano tutti di segno concorde e non presentino quindi aleariazio-

ne di segno costituisce solo una condizione necessaria@gmautfficiente) affinché tutte
le radici diD(s) (che sono i poli di/ (s)) abbiano parte reale strettamente minore.di
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La tabella di Routh corrispondente é:

41 1 15 10
31 1 25 0
21 —-10 10 O
1126 0 0
o 10 0 O

Poiché non tutti gli elementi della prima colonna dellaeti# di Routh sono di segno

concorde (in particolare, nessun elemento e nullo e sagepti due variazioni di segno),
allora non tutte le radici dD(s) hanno parte reale strettamente minoré @n particolare,

ci sono2 radici a parte reale strettamente maggioreel2 radici a parte reale strettamente
minore di0), per cui il sistema non e BIBO stabile. Essendo in formaimén allora

il sistema non solo non e asintoticamente stabile ma dtigtairisulta (internamente)

instabile, per cui non esiste alcuna risposta in regime peemte all'ingresso a gradino
applicato.

6 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatnzdalla seguente funzione
di trasferimento:

s2+35s5+3

H(s) =Y(s)/U(s) = G055 — 02 1357 25

calcolare, se possibile, il valore finajg, della risposta all'ingresso a gradino di ampiezza
5, u(t) = be(t).

Soluzione

Il denominatoreD(s) di H(s) € un polinomio di IV grado i cui coefficienti non sono
tutti di segno concorde, per cui non e soddisfatta la coodé&necessaria affinché tutte
le radici di D(s) (che sono i poli dif (s)) abbiano parte reale strettamente minore.di
Pertanto il sistema non e né BIBO stabile né asintoticamstabile, essendo in forma
minima, per cui non esiste alcuna risposta in regime perntaral'ingresso a gradino
applicato.

Non si puo determinarg,, perché il sistema non va a regime.
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7 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO (in forma minima) caratteatpzdalla seguente funzione

di trasferimento:
s(s —b)

(s+1)(s+2)
calcolare, se possibile, il valore finajg, della risposta all'ingresso a rampa di pendenza
4, u (t) = 4te(t).

H(s) =Y (s) /U (s) =

Soluzione

Tuttii polidi H(s) hanno parte reale strettamente minore,dn quanto valgone-1 e —2,
per cui il sistema e BIBO stabile nonché in forma minima mdie anche asintoticamente
stabile. In tal caso, esiste la risposta in regime permarahingresso a rampa applicato,
il cui valore finale vale:

. . . Y (s) .
Yo = Byt = s V(S =S () V) = s AU Uls) =
— hmsﬂizgl.__g):_lo
s=0  (s+1)(s+2) s? 1-2
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Risposte di sistemi del | e Il ordine
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO avente la seguente rispdstad un gradino di ampiezza
unitaria,u(t) = &(t):

Step Response

35~

25+

Amplitude
~
T

05—

0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Time (sec)

determinare la funzione di trasferimentb(s) di tale sistema.

Soluzione

L'andamento monotono crescente della rispagta illustrato in figura é tipico di un
sistema del | ordine avente funzione di trasferimento:
K

H(S): 1+7s

Si tratta quindi di determinare il guadaghodella funzione di trasferimento e la costante
di tempor del polo.

Per la determinazione del guadagiic utile la seguente relazione che lo lega al valore a
regimey,, della risposta(t) e allampiezza: del gradino in ingresso:
Yoo

u

Dai dati del problema si ha che = 1, mentre dal grafico si ricava che, = 4. Si ha
pertanto:
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4
K=-=4
1

Per la determinazione della costante di tem puo ricordare la proprieta dei sistemi
del I ordine per i quali la risposta al gradino raggiunge #68rca del valore a regimg,,
dopo che e trascorso un tempo pari alla costante di tempché&dal grafico si e ricavato
Yoo = 4, il 63% diy,, € dato da).63 - 4 = 2.52. A questo punto, dal grafico si ricava
che la risposta raggiunge il valore 2.52 al tempe 4 s. La funzione di trasferimento
richiesta quindi data da:

B K B 4
14 7s 14+4s

H(s)

2 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO avente la seguente rispdstad un gradino di ampiezza
unitaria,u(t) = &(t):

Step Response

From: U(1)
Ub———T—7T—7 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

13

12

11+

1
09

0.8
)
07k
5
g

Amplitude

0.6

05—

04

03

0.2

01

T O I IO SO SO N
0 02040608 1 121416 18 2 22242628 3 32 343638 4 42 44 46 48 5

Time (sec.)

determinare la funzione di trasferimerfo(s) di tale sistema.

Soluzione

L'andamento oscillante della risposié) illustrato in figura & tipico di un sistema del Il
ordine con poli complessi coniugati avente funzione difenamento:

w2

H(s) =K L
() s2 + 2Cwys + w?

(©2007 Politecnico di Torino 2



Fondamenti di Automatica Stabilita esterna e analisiedédiposta

Si tratta di determinare il guadagro della funzione di trasferimento, il coefficiente di
smorzamentq e la pulsazione naturale, della coppia di poli complessi coniugati.

Per la determinazione del guadagiic utile la seguente relazione che lo lega al valore a
regimey., della risposta(t) e al’lampiezza: del gradino in ingresso:

yo=Ka = K==
u

Dai dati del problema si ha che = 1, mentre dal grafico si ricava chg, = 1. Si ha
pertanto:

K=1/1=1

Per la determinazione del coefficiente di smorzamersiqouo utilizzare la relazione che
lo lega alla sovraelongazione massign@ella risposta al gradino:
S
. B 2 In(s
Y NS 1)
72 4+ 1n?(8)

Inoltre, la sovraelongazionedipende dal valore massimg.., e dal valore a regimg,,
della risposta secondo la formula:

A Ymax — Yoo
S = —MMM
Yoo
Ricavando direttamente dal grafico i valgfi., = 1.16 ey, = 1, si ha quindi:
1.16 -1 In(0.16
§= == =016 = (= [InOI6)  _ 5

72 +1n*(0.16)

Per determinare il valore della pulsazione natusalesi puo fare riferimento alla formu-
la che esprime il tempo di picco(cioe il tempo in cui la risposta raggiunge il valore
mMassimay(t) = ymax) in funzione di¢ e w,:
f s N ™
e — wn — —
wn /1 — t\/1— 2

Dal grafico si puo ricavare il valore di= 0.9 s e pertanto:

= 4 rad/s

s
Wp=——F7"—""—
0.9v1 —0.52
Riassumendo sih& =1, ( = 0.5 ew,, = 4 rad/s e quindi:
w? 16

H(s) = K n -
(s) s?2 + 20wps + w2 52445416
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3 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO caratterizzato dalla segutemizione di trasferimento:

Y(s) 180
U(s) s2+3.6s+ 36

H(s) =

dire in quale dei seguenti grafici e riportato 'andamengtiadsua rispostg (¢) ad un
gradino unitario ¢(t) = £(t)), a partire da condizioni iniziali nulle (si presti atteome
alle scale di entrambi gli assi):

Step Response Step Response
From: U(1) From: U(1)
7 T 6 T
6l
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sl
2
4t o
= g =
5 s zar
e £ =
3l
o
o
e
s
o o
[ 1 2 3 4 5 6 3 05 1 15 2 25 3 35
Time (sec.) Time (sec.)
Step Response Step Response
From: U(1) From: U(1)
52 52 :
48 s 48
s 4 aa
40 - - a0
36 36
32 1 2l
b
S28F El S8
> =
5 £ 8
=24 < 24
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12~ 4 12~
8- 8l
4 a4
0 I I I I ° I I I I I
0 016 032 0.48 064 08 [ 1 2 3 4 5
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Soluzione

Notiamo subito che la funzione di trasferimento d&tgs) puo essere scritta come:
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180 36
H(s) = =95
() = 3365786 "5 1 3.65 4 30
e pertanto si puo esprimere nella forma:

w2

H(s)=K -
(s) $2 4 2Cwns + w2

conK =5, 2w, = 3.6 ew? = 36, da cui si ricava = 0.3 ew,, = 6 rad/s.

Pertanto le caratteristiche della risposta al gradinoauioitdella funzioneH (s) data
devono essere:

(1) valorearegimg,,=Ku=5-1=5

WC 70.3
(2) sovraelongazione massima= ¢ V! VI-037 ~ 037

~ T T
3) tempo di picca = = ~ (0.55s
(3) tempo di p o JI—C 6Y/1-03

In base alla caratteristiogd) possiamo escludere gli andamenti della risposta riportati
nelle figure C) e D), in quanto sono caratterizzati da un esdoregimey., = 36. Inoltre,

in base alle caratteristicl{) e (3) si puo escludere 'andamento riportato nella figura B)
in quanto esso presenta una sovraelongazione massin@ 37 ed un tempo di picco tale
chet > 0.55 s. Possiamo quindi concludere che il grafico che riportadiemento della
risposta al gradino unitario della funzione di trasferineedata € quello corrispondente
alla figura A).
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