
Fondamenti di Automatica Equilibrio e stabilità di sistemi dinamici

Equilibrio di sistemi dinamici
Esercizi risolti

1 Esercizio(proposto il 30/01/2002, es. #6)

Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo continuo, descritto dalle seguenti equazioni:

ẋ1 (t) = −0.25x2
1(t)− x2(t) + u(t)

ẋ2 (t) = 4x1(t)− 16x1(t)x2(t)
y (t) = 2x2(t)

determinarne gli stati di equilibriox corrispondenti all’ingresso di equilibriou = 0.5.

Soluzione

All’equilibrio, ẋi (t) = dx̄i/dt = 0 = fi (x̄, ū) , ∀t ≥ 0, ∀i ⇒
{

0 = −0.25x̄2
1 − x̄2 + ū = −0.25x̄2

1 − x̄2 + 0.5
0 = 4x̄1 − 16x̄1x̄2 = 4x̄1 (1− 4x̄2)

La seconda equazione risulta soddisfatta perx̄1 = 0 oppurex̄2 = 0.25.
Sex̄1 = 0, la prima equazione diventa:

0 = 0− x̄2 + 0.5 ⇒ x̄2 = 0.5

e quindi il corrispondente stato di equilibrio (isolato) è:

x̄ = x̄(a) =

[

0
0.5

]

∈ R
2

Sex̄2 = 0.25, la prima equazione diventa:

0 = −0.25x̄2
1 − 0.25 + 0.5 ⇒ x̄2

1 = 1

ed è soddisfatta per̄x1 = 1 oppure per̄x1 = −1, cui corrispondono i seguenti stati di
equilibrio (isolati):

x̄ = x̄(b) =

[

1
0.25

]

∈ R
2, x̄ = x̄(c) =

[

−1
0.25

]

∈ R
2

2 Esercizio(proposto il 24/11/2008, es. #8)

Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo discreto, descritto dalle seguenti equazioni:

x1 (k + 1) = x2
1(k) · 10

x2(k) + 0.3 · u(k)
x2 (k + 1) = x2

1(k) + x2(k)− u(k)

determinarne gli stati di equilibriox corrispondenti all’ingresso di equilibriou = 1.
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Soluzione

All’equilibrio, xi (k + 1) = xi (k) = x̄i = fi (x̄, ū) , ∀k ≥ 0, ∀i ⇒
{

x̄1 = x̄2
1 · 10

x̄2 + 0.3 · ū = x̄2
1 · 10

x̄2 + 0.3
x̄2 = x̄2

1 + x̄2 − ū = x̄2
1 + x̄2 − 1

⇒

{

x̄1 = 10x̄2 + 0.3
x̄2
1 = 1

La seconda equazione risulta soddisfatta perx̄
(a)
1 = 1 oppure per̄x(b)

1 = −1.
Sex̄1 = x̄

(a)
1 = 1, la prima equazione diventa:

1 = 10x̄
(a)
2 + 0.3 ⇒ 10x̄

(a)
2 = 0.7 ⇒ x̄

(a)
2 = log10(0.7) = −0.1549

e quindi il corrispondente stato di equilibrio (isolato) è:

x̄ =

[

x̄
(a)
1

x̄
(a)
2

]

=

[

1
−0.1549

]

∈ R
2

Sex̄1 = x̄
(b)
1 = −1, la prima equazione diventa:

−1 = 10x̄
(b)
2 + 0.3 ⇒ 10x̄

(b)
2 = −1.3 ⇒ x̄

(b)
2 = log10(−1.3) = 0.1139 + 1.3644j /∈ R

e quindi x̄(b)
1 = −1 non è un possibile valore della prima componente dell’equilibrio,

poiché qualsiasi stato di equilibrio è una particolare istanza della variabile di statox ∈ R
n

e quindi in questo caso deve appartere adR
2.
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Linearizzazione di sistemi dinamici
Esercizi risolti

1 Esercizio(proposto il 18/09/2002, es. #8)

Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo continuo, descritto dalle seguenti equazioni:

ẋ1 (t) = −x2
1(t)− 0.5x2

2(t) + 4u(t)
ẋ2 (t) = x1(t)− 2x1(t)x2(t)
y (t) = 4x2(t)

determinare il sistema linearizzato nell’intorno del punto di equilibriox =
[

0 4
]T

,
u = 2.

Soluzione

Il sistema dinamico linearizzato è descritto dalle seguenti equazioni differenziali:

·

δx(t) = Aδx(t) +B δu(t)
δy(t) = C δx(t) +D δu(t)

in cui compaiono le matrici:

A =
∂f(x, u)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=









∂f1(x, u)

∂x1

∂f1(x, u)

∂x2

∂f2(x, u)

∂x1

∂f2(x, u)

∂x2









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

−2x̄1 −x̄2

1− 2x̄2 −2x̄1

]

=

[

0 −4
−7 0

]

B =
∂f(x, u)

∂u

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=









∂f1(x, u)

∂u

∂f2(x, u)

∂u









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

4
0

]

C =
∂g(x, u)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

∂g(x, u)

∂x1

∂g(x, u)

∂x2

]
∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=
[

0 4
]

D =
∂g(x, u)

∂u

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

∂g(x, u)

∂u

]
∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=
[

0
]
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2 Esercizio(proposto il 16/11/2007, es. #5)

Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo discreto, descritto dalle seguenti equazioni:

x1(k + 1) = ex1(k) − x2
2(k)− 3 · u2(k)

x2(k + 1) = x1(k) + x2(k) + 2 · u(k)
y(k) = x3

2(k)

determinare il sistema linearizzato nell’intorno del punto di equilibriox =
[

0 1
]T

,
u = 0.

Soluzione

Il sistema dinamico linearizzato è descritto dalle seguenti equazioni alle differenze:

δx(k + 1) = Aδx(k) +B δu(k)
δy (k) = C δx(k) +D δu(k)

in cui compaiono le matrici:

A =
∂f(x, u)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=









∂f1(x, u)

∂x1

∂f1(x, u)

∂x2

∂f2(x, u)

∂x1

∂f2(x, u)

∂x2









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

ex̄1 −2x̄2

1 1

]

=

[

1 −2
1 1

]

B =
∂f(x, u)

∂u

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=









∂f1(x, u)

∂u

∂f2(x, u)

∂u









∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

−6ū
2

]

=

[

0
2

]

C =
∂g(x, u)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

∂g(x, u)

∂x1

∂g(x, u)

∂x2

]
∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=
[

0 3x̄2
2

]

=
[

0 3
]

D =
∂g(x, u)

∂u

∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=

[

∂g(x, u)

∂u

]
∣

∣

∣

∣

x=x̄

u=ū

=
[

0
]
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Stabilit à interna di sistemi dinamici LTI
Esercizi risolti

1 Esercizio(deriva dall’es. #3 del 18/09/2002)

Dato il sistema dinamico LTI a continuo descritto da:

ẋ (t) = Ax (t) +B u (t)
y (t) = C x (t) +Du (t)

analizzarne le proprietà di stabilità interna sapendo che gli autovalori della matriceA sono:

λi = −0.2, −0.2, −0.1, 0, 0.1, i = 1, . . . , 5

Soluzione

Per analizzare la stabilità interna dei sistemi dinamici LTI a tempo continuo, occorre
considerare la parte reale degli autovalori della matriceA:

{ℜe(λi)} = {−0.2, −0.2, −0.1, 0, 0.1}

L’autovaloreλ5 = 0.1 haℜe(λ5) = 0.1 > 0 e quindi il sistema è instabile.

2 Esercizio(proposto il 24/11/2008, es. #3)

Dato il sistema dinamico LTI a tempo discreto descritto da:

x (k + 1) = Ax (k) +B u (k)
y (k) = C x (k) +Du (k)

con:

A =









0 1 −1 0
−0.1 0.7 0 −1
0 0 0 1
0 0 −0.26 1









, B =









0
1
1
0









, C =
[

1 0 1 −1
]

, D = 0

studiarne le caratteristiche di stabilità interna.

Soluzione

Per analizzare la stabilità interna dei sistemi dinamici LTI a tempo discreto, occorre con-
siderare il modulo degli autovalori della matriceA. In questo caso, la matriceA è triango-
lare (superiore) a blocchi e quindi i suoi autovalori sono quelli dei blocchi quadrati posti
sulla diagonale principale:

{λi(A)} =

{

λi

(

A1 =

[

0 1
−0.1 0.7

])}

∪

{

λi

(

A2 =

[

0 1
−0.26 1

])}
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p.c.(A1) = det(λI − A1) =

∣

∣

∣

∣

λ −1
0.1 λ− 0.7

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 0.7λ+ 0.1 = (λ− 0.5)(λ− 0.2)

⇒ {λi(A1)} = {0.5, 0.2}

p.c.(A2) = det(λI−A2) =

∣

∣

∣

∣

λ −1
0.26 λ− 1

∣

∣

∣

∣

=λ2−λ+0.26 =(λ−0.5−0.1j)(λ−0.5+0.1j)

⇒ {λi(A2)} = {0.5 + 0.1j, 0.5− 0.1j}

e quindi:

{λi(A)} = {0.5, 0.2, 0.5+0.1j, 0.5−0.1j} ⇒ {|λi(A) |} = {0.5, 0.2, 0.5099, 0.5099}

per cui il sistema è globalmente asintoticamente stabile,poiché tutti gli autovalori diA
hanno modulo strettamente inferiore a1.

3 Esercizio(proposto il 16/11/2007, es. #7)

Dato il sistema dinamico LTI a tempo discreto descritto dalle seguenti matrici:

A =





0.8 0.4 0.8
0 p/3 −0.5
0 0 p/4



 , B =





1
0
1



 , C =
[

0 1 0
]

, D = 0

studiarne le caratteristiche di stabilità interna, determinando per quali valori del parametro
p risulta asintoticamente stabile.

Soluzione

Per analizzare la stabilità interna dei sistemi dinamici LTI a tempo discreto, occorre
considerare il modulo degli autovalori della matriceA. In questo caso, la matriceA è
triangolare (superiore) e quindi i suoi autovalori si trovano sulla diagonale principale:

{λi(A)} = {0.8, p/3, p/4} ⇒ {|λi(A) |} = {0.8, |p | /3, |p | /4}

Affinché il sistema risulti asintoticamente stabile, occorre che|λi(A) |< 1, ∀i, e quindi:






0.8 < 1, ∀p
|p | /3 < 1 ⇒ |p |< 3
|p | /4 < 1 ⇒ |p |< 4

⇒ |p |< 3
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Criteri di stabilit à per sistemi dinamici LTI
Esercizi risolti

1 Esercizio(proposto il 30/01/2002, es. #7)

Dato il sistema SISO caratterizzato dalla seguente funzione di trasferimento:

H(s) =
Y (s)

U(s)
=

4s− 2

s3 + 10s2 + s(p− 20) + 2p

dire per quali valori del parametro realep il sistema risulta esternamente stabile (ovvero
tutti i poli di H(s) si trovano nella regione di asintotica stabilità).

Soluzione

Affinché il sistema risulti esternamente stabile, ovvero tutti i poli della funzione di trasfe-
rimentoH(s) si trovino nella regione di asintotica stabilità, occorredeterminare per quali
valori del parametro realep tutte le radici del denominatore

D(s) = s3 + 10s2 + s(p− 20) + 2p

di H(s) hanno parte reale strettamente minore di0.
Condizione necessaria (ma non sufficiente, essendoD(s) un polinomio di III grado) è che
tutti i coefficienti diD(s) siano di segno concorde, cioè tutti> 0 oppure< 0 :

• a3 = 1 > 0, ∀p
• a2 = 10 > 0, ∀p
• a1 = p− 20 > 0 ⇒ p > 20
• a0 = 2p > 0 ⇒ p > 0















⇒ p > 20

Per avere una condizione necessaria e sufficiente, occorre calcolare la tabella di Routh
corrispondente:

3 1 p− 20
2 10 2p
1 0.8p− 20 0
0 2p 0

e determinare per quali valori del parametro realep tutti gli elementi della prima colonna
della tabella di Routh sono di segno concorde, cioè tutti> 0 oppure< 0 :

• 1 > 0, ∀p
• 10 > 0, ∀p
• 0.8p− 20 > 0 ⇒ p > 25
• 2p > 0 ⇒ p > 0















⇒ p > 25
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2 Esercizio(proposto il 10/02/2003, es. #12)

Dato il sistema dinamico SISO a tempo discreto caratterizzato dalla seguente funzione di
trasferimento:

H(z) =
Y (z)

U(z)
=

z − 0.8

z3 + z2 + pz + 0.25

dire per quali valori del parametro realep il sistema risulta esternamente stabile (ovvero
tutti i poli di H(z) si trovano nella regione di asintotica stabilità).

Soluzione

Affinché il sistema risulti esternamente stabile, ovvero tutti i poli della funzione di trasfe-
rimentoH(z) si trovino nella regione di asintotica stabilità, occorredeterminare per quali
valori del parametro realep tutte le radici del denominatore

D(z) = z3 + z2 + pz + 0.25

di H(z) hanno modulo strettamente minore di1. La condizione necessaria e sufficiente è
fornita dal criterio di Jury, che richiede che siano soddisfatte le seguenti 3 disuguaglianze:

1) D(z = 1) = 13 + 12 + p · 1 + 0.25 = p+ 2.25 > 0 ⇒ p > −2.25

2) (−1)3D(z = −1) = −[(−1)3 + (−1)2 + p · (−1) + 0.25] = p − 0.25 > 0 ⇒
p > 0.25

3) |a3 | = 1 > |a0 | = 0.25, ∀p

nonché un’ulteriore disuguaglianza fra i moduli di alcunielementi della tabella di Jury
corrispondente:

3 0.25 p 1 1
3 1 1 p 0.25

2 −0.9375 0.25p− 1 0.25− p

2 0.25− p 0.25p− 1 −0.9375

⇒ |−0.9375 | > |0.25− p |

Poiché occorrep > 0.25 per soddisfare la seconda disuguaglianza, allora l’ultimadisu-
guaglianza richiede a sua volta che:

0.9375 > −(0.25− p) ⇒ p < 1.1875

e quindi la condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema risulti esternamente
stabile è complessivamente che:

0.25 < p < 1.1875
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3 Esercizio(proposto il 13/02/2002, es. #9)

Dato il denominatoreD(z) di una funzione di trasferimentoH(z), determinare l’inter-
vallo I1 dei valori del parametro realeK che assicurano asintotica stabilità (ovvero tutti i
poli di H(z) si trovano nella regione di asintotica stabilità). Calcolare inoltre l’intervallo
I2 dei valori diK per cui tutti i poli diH(z) risultano asintoticamente stabilie a parte
reale strettamente positiva (reali> 0 o complessi coniugati con parte reale> 0).

D(z) = z2 − 1.2(1−K)z + 0.2

Soluzione

Affinché tutti i poli della funzione di trasferimentoH(z) si trovino nella regione di asin-
totica stabilità, occorre determinare per quali valori del parametro realeK tutte le radici
del denominatoreD(z) di H(z) hanno modulo strettamente minore di1. La condizione
necessaria e sufficiente è fornita dal criterio di Jury, cherichiede che siano soddisfatte sol-
tanto le seguenti 3 disuguaglianze in questo particolare caso in cuiD(z) è un polinomio
di II grado:

1) D(z = 1) = 12 − 1.2(1−K) · 1 + 0.2 = 1.2K > 0 ⇒ K > 0

2) (−1)2D(z = −1) = +[(−1)2−1.2(1−K) · (−1)+0.2] = −1.2K+2.4 > 0 ⇒
K < 2

3) |a3 | = 1 > |a0 | = 0.2, ∀K

per cui l’intervalloI1 dei valori del parametro realeK che assicurano asintotica stabilità
è dato da:

I1 = {K : 0 < K < 2}

Affinché entrambi i poli diH(z) siano a parte reale strettamente positiva, in base alla
regola dei segni di Cartesio occorre determinare per quali valori del parametro realeK si
hanno 2 variazioni di segno fra i coefficienti consecutivi diD(z) :

• a2 = 1 > 0, ∀K
• a1 = −1.2(1−K) < 0 ⇒ K < 1
• a0 = 0.2, ∀K







⇒ K < 1

per cui l’intervalloI2 dei valori del parametro realeK per cui tutti i poli diH(z) risultano
asintoticamente stabili e a parte reale strettamente positiva è dato da:

I2 = I1 ∩ {K : K < 1} = {K : 0 < K < 1}
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Stabilit à dell’equilibrio di sistemi dinamici non lineari
Esercizi risolti

1 Esercizio(proposto il 02/02/2004, es. #9)

Un sistema dinamico non lineare, a tempo continuo, con nonlinearità derivabili, viene
linearizzato nell’intorno del suo unico punto di equilibrio, ottenendo un sistema LTI
descritto dalle seguenti matrici:

A =









0 1 −1 2
−3 −10 0 1
0 0 0 1
0 0 −4 −20









, B =









0
1
1
−1









, C =
[

1 0 1 −2
]

, D = 0

Analizzare le proprietà di stabilità del punto di equilibrio.

Soluzione

Mediante il metodo indiretto di Lyapunov (anche noto come metodo di linearizzazione),
si può studiare la stabilità locale del punto di equilibrio di un sistema dinamico non lineare
a tempo continuo analizzando la parte reale degli autovalori della matrice di statoA del
sistema linearizzato nell’intorno del punto di equilibrio. In questo caso, la matriceA è
triangolare (superiore) a blocchi e quindi i suoi autovalori sono quelli dei blocchi quadrati
posti sulla diagonale principale:

{λi(A)} =

{

λi

(

A1 =

[

0 1
−3 −10

])}

∪

{

λi

(

A2 =

[

0 1
−4 −20

])}

p.c.(A1) = det(λI −A1) =

∣

∣

∣

∣

λ −1
3 λ+ 10

∣

∣

∣

∣

= λ2 + 10λ+ 3 = (λ+ 0.3096)(λ+ 9.6904)

⇒ {λi(A1)} = {−0.3096, −9.6904}

p.c.(A2) = det(λI−A2) =

∣

∣

∣

∣

λ −1
4 λ+ 20

∣

∣

∣

∣

= λ2+20λ+4 = (λ+0.2020)(λ+19.7980)

⇒ {λi(A2)} = {−0.2020, −19.7980}

e quindi:

{λi(A)} = {−0.3096, −9.6904,−0.2020, −19.7980} = {ℜe(λi(A))}

per cui il punto di equilibrio del sistema dinamico non lineare è asintoticamente stabile,
poiché tutti gli autovalori diA hanno parte reale strettamente negativa.
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2 Esercizio(proposto il 10/02/2003, es. #10)

Un sistema dinamico non lineare, a tempo continuo, con nonlinearità derivabili, viene
linearizzato nell’intorno del suo unico punto di equilibrio, ottenendo un sistema LTI
descritto dalle seguenti matrici:

A =





0 1 0
k −3 0
0 0 2



 , B =





1
0
1



 , C =
[

0 1 0
]

, D = 0

Analizzare le proprietà di stabilità del punto di equilibrio al variare del parametro realek.

Soluzione

Procedendo come nell’esercizio precedente, si osserva chein questo caso, la matriceA è
diagonale a blocchi e quindi i suoi autovalori sono quelli dei blocchi quadrati posti sulla
diagonale principale:

{λi(A)} =

{

λi

(

A1 =

[

0 1
k −3

])}

∪ {2}

L’autovaloreλ3(A) = 2 haℜe(λ3(A)) = 2 > 0 ∀k e quindi il punto di equilibrio del
sistema dinamico non lineare è instabile per qualunque valore dik.

3 Esercizio(proposto il 21/02/2003, es. #2)

Un sistema dinamico non lineare, a tempo discreto, con nonlinearità derivabili, viene
linearizzato nell’intorno del suo unico punto di equilibrio, ottenendo un sistema LTI
descritto dalle seguenti matrici:

A =





0 1 2k
−0.2 1.2 1
0 0 0.2



 , B =





1
0
1



 , C =
[

0 1 0
]

, D = 0

Analizzare le proprietà di stabilità del punto di equilibrio al variare del parametro realek.

Soluzione

Mediante il metodo di linearizzazione, si può studiare la stabilità locale del punto di equi-
librio di un sistema dinamico non lineare a tempo discreto analizzando il modulo degli
autovalori della matrice di statoA del sistema linearizzato nell’intorno del punto di equi-
librio. In questo caso, la matriceA è triangolare (superiore) a blocchi e quindi i suoi
autovalori sono quelli dei blocchi quadrati posti sulla diagonale principale:

{λi(A)} =

{

λi

(

A1 =

[

0 1
−0.2 1.2

])}

∪ {0.2}
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p.c.(A1) = det(λI − A1) =

∣

∣

∣

∣

λ −1
0.2 λ− 1.2

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 1.2λ+ 0.2 = (λ− 1)(λ− 0.2)

⇒ {λi(A1)} = {1, 0.2}

e quindi:
{λi(A)} = {1, 0.2, 0.2} = {|λi(A) |}, ∀k

per cui mediante il metodo di linearizzazione non è possibile dedurre nulla sulla stabilità
locale del punto di equilibrio del sistema dinamico non lineare per alcun valore dik,
poiché|λi(A) | ≤ 1, ∀i e∀k, ed inoltre∃l : |λl(A) |= 1, ∀k.

c©2007 Politecnico di Torino 3


