Fondamenti di Automatica Equilibrio e stabilita di sisiedtimamici

Equilibrio di sistemi dinamici
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il sistemadinamico, non lineare, atempo continua; s dalle seguenti equazioni:

(1) = —0.2522(t) — zo(t) + u(t)
y(t) = 2m(1)

determinarne gli stati di equilibrio corrispondenti all'ingresso di equilibrio = 0.5.

Soluzione
All'equilibrio, #; (t) = dz;/dt =0 = f; (z,u),Vt >0, Vi =

0 =—0252% — Ty +u = —0.2522 — T + 0.5
O - 4.%1 - 16@1@2 - 4.%1 (1 - 4@2)

La seconda equazione risulta soddisfattaiper 0 oppurez, = 0.25.
Sez;, = 0, la prima equazione diventa:

0=0—-22+05 = Z2=0.5

e quindi il corrispondente stato di equilibrio (isolato) e

0
7= 7@ — 2
T=x {0'5]€R

Sez, = 0.25, la prima equazione diventa:
0=-02527—025+05 = z7=1

ed e soddisfatta pet; = 1 oppure perz; = —1, cui corrispondono i seguenti stati di
equilibrio (isolati):

2 Esercizio

Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo discreta;rités dalle seguenti equazioni:

z1(k+1) = 22(k)-10720) +0.3 - u(k)
vy (k+1) = 23(k) + xa(k) — u(k)

determinarne gli stati di equilibrio corrispondenti all’ingresso di equilibrio = 1.
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Soluzione
All'equilibrio, z; (k+ 1) = x; (k) = &; = fi (z,u),Vk > 0,Vi =

Ty =]+ Ty —u=77+Ty—1 72

{5:1 =72-102 + 0.3 -4 =22-10" + 0.3 {5:1 = 10" +0.3
= 1
xry =

La seconda equazione risulta soddisfattaq‘é@r: 1 oppure periﬁb) =—1.
Ser; = f(l“) = 1, la prima equazione diventa:
1=10%" 103 = 102" =07 = % =1log,(0.7) = —0.1549

e quindi il corrispondente stato di equilibrio (isolato) &

e
N _ 1 2
o [x;@ ] - { —0.1549} €R

Sez, = iﬁb) = —1, la prima equazione diventa:
—1=10%" +0.3 = 10% =13 = ¥ = log,y(~1.3) = 0.1139 + 1.3644; ¢ R
e quindifﬁb) = —1 non e un possibile valore della prima componente delllémio,

poiché qualsiasi stato di equilibrio € una particolatanga della variabile di statoe R"
e quindi in questo caso deve apparteréRad
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Linearizzazione di sistemi dinamici
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo continug; ks dalle seguenti equazioni:

1 (t) = —xi(t) — 0.525(t) + 4u(t)
B2 (1) = m(t) = 21 (t)2(t)
y(t) = 4372()

determinare il sistema linearizzato nell'intorno del pudt equilibrioz = [ 0 4 }T,
u=2.

Soluzione

Il sistema dinamico linearizzato e descritto dalle segjuegyuazioni differenziali:

) = Adx(t) + Boul(t)
dy(t) = Cox(t) + Dou(t)

in cui compaiono le matrici:

Ofi(z,u) Ofi(z,u)

A= 8f(x,u) . 8.71;1 8.1'2 o |: —2i‘1 —i’2:| o |: 0 —4:|
- Or xia:c_ Ofa(z,u) Ofs(z,u) | 1=27 23| |7 0
. 8951 8.1'2 xf?
Ofi(z,u)
L@ | T (4]
Ou  |a=z Ofa(x, u) 0
9g(z, u) { dg(x,u) Jg(w,u) }
O _ _ ) ) _ O 4
_ Og(z,u) dg(x, u)
b= ou =z [ ou [0]
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2 Esercizio
Dato il sistema dinamico, non lineare, a tempo discreta;rites dalle seguenti equazioni:

ri(k+1) = em® —22(k) —3-u?(k)
y(k) = x3(k)

determinare il sistema linearizzato nell'intorno del pudt equilibrioz = [ 0 1 }T,

u = 0.

Soluzione

Il sistema dinamico linearizzato & descritto dalle segjiegfuazioni alle differenze:

dx(k+1) = Adx(k)+ Bou(k)
dy (k) = Cdx(k)+ Ddu(k)

in cui compaiono le matrici:

Ofi(z,u) Ofi(x,u) T
A Of (z,u) B 0xq 0xy B [e“ —27T9 } B [ 1 =2 }
0z |a=z | Ofa(z,u)  Ofa(z,u) I I S S A I R
o 8951 81’2 _ xz?
Of1(xz,u) ]
B_&f(x,u) B ou _{—6'&}_{0}
0w e | Ofs(au) Lz ]z
dg(z, u) dg(z,u) 9g(z,u) 9 _
o= WEN| = e MR | [0 a)=[0 3]
_ Og(z,u) dg(x, u) B
b= ou [ ou } [ 0 ]
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Stabilita interna di sistemi dinamici LTI
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il sistema dinamico LTI a continuo descritto da:
z(t) = Axz(t)+ Bul(t)
y(t) = Cx(t)+Dul(t)

analizzarne le proprieta di stabilita interna sapendaogthautovalori della matricd sono:
N =-02, —02, —0.1,0,01, i=1,...,5

Soluzione

Per analizzare la stabilita interna dei sistemi dinamiti & tempo continuo, occorre
considerare la parte reale degli autovalori della matdice

{Re(X\)} = {-0.2, =0.2, —0.1, 0, 0.1}

L'autovalorel; = 0.1 haRe(\s) = 0.1 > 0 e quindi il sistema € instabile.

2 Esercizio

Dato il sistema dinamico LTI a tempo discreto descritto da:
x(k+1) = Az(k)+ Bu(k)

y(k) = Cux(k)+ Du(k)
con:
0o 1 -1 0 0
-01 07 0 -1 1
A= 0 0 | B=|,| ¢=[101-1], D=0
0 0 -026 1 0

studiarne le caratteristiche di stabilita interna.

Soluzione

Per analizzare la stabilita interna dei sistemi dinamidid tempo discreto, occorre con-
siderare il modulo degli autovalori della matride In questo caso, la matricgéée triango-
lare (superiore) a blocchi e quindi i suoi autovalori sonelljdei blocchi quadrati posti
sulla diagonale principale:

o= o= D} (o 1)
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N A -1 2 oy _
p.c.(Ay) = det(N — Ay) = ) 01 Ao ‘ =X —0.7A+0.1=(A—0.5)(A—0.2)
p.c.(Ay) = det(A\—Ay) = ’026 )\:11’ =A2-240.26 = (A—0.5—0.17)(A—0.5+0.15)

=  {\i(A2)} ={0.5+0.15, 0.5 —0.15}

e quindi:

{Ni(A)} ={0.5,0.2, 0.5+0.15, 0.5-0.15} = {|\(A)|} = {0.5, 0.2, 0.5099, 0.5099}
per cui il sistema e globalmente asintoticamente stapdehé tutti gli autovalori diA
hanno modulo strettamente inferioré.a

3 Esercizio

Dato il sistema dinamico LTI a tempo discreto descrittoelatguenti matrici:

0.8 04 08 1
A=| 0 p/3 =05|, B={0]|, C=[010], D=0
0 0 p/4 1

studiarne le caratteristiche di stabilita interna, deiaando per quali valori del parametro
p risulta asintoticamente stabile.

Soluzione

Per analizzare la stabilita interna dei sistemi dinamiti & tempo discreto, occorre
considerare il modulo degli autovalori della matride In questo caso, la matricé e
triangolare (superiore) e quindi i suoi autovalori si tnogaulla diagonale principale:

{Mi(A)} =108, p/3, p/4y = {IXN(A) ]} ={08, [p] /3, |p| /4}
Affinché il sistema risulti asintoticamente stabile, aceahe| \;(A) | < 1, Vi, e quindi:

0.8 <1, Vp
lp|/3<1 =[p|<3 = |p|<3
Ip| /4<1 =[p|<4
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Criteri di stabilit a per sistemi dinamici LTI
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il sistema SISO caratterizzato dalla seguente fuezilbtrasferimento:

_Y(s) ds — 2
U(s) s34+ 1052+ s(p — 20) +2p

dire per quali valori del parametro realel sistema risulta esternamente stabile (ovvero
tutti i poli di H(s) si trovano nella regione di asintotica stabilita).

Soluzione

Affinché il sistema risulti esternamente stabile, ovvertti t poli della funzione di trasfe-
rimentoH (s) si trovino nella regione di asintotica stabilita, occadeterminare per quali
valori del parametro realetutte le radici del denominatore

D(s) = s* 4+ 10s* + s(p — 20) + 2p

di H(s) hanno parte reale strettamente minore.di
Condizione necessaria (ma non sufficiente, essénddun polinomio di lll grado) & che
tutti i coefficienti di D(s) siano di segno concorde, cioe tutti0 oppure< 0:

ea3;=1>0,Vp
ea,=10> 0, Vp

ea; =p—20>0 = p>20
eaqy=2p>0 = p>0

= p>20

Per avere una condizione necessaria e sufficiente, occalgelare la tabella di Routh
corrispondente:

3 1 p — 20
2 10 2p
110.8p—20 0
0 2p 0

e determinare per quali valori del parametro reatetti gli elementi della prima colonna
della tabella di Routh sono di segno concorde, cioé tuttioppure< 0:

o1 >0, Vp

e 10 >0, Vp

e (0.8p—20>0 = p>25
e2p>0 = p>0

= p>25
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2 Esercizio

Dato il sistema dinamico SISO a tempo discreto caratteiozdalla seguente funzione di

trasferimento:
Y(z) z—0.8

U(z) 28+224+p2z+0.25
dire per quali valori del parametro realel sistema risulta esternamente stabile (ovvero
tutti i poli di H(z) si trovano nella regione di asintotica stabilita).

H(z) =

Soluzione

Affinché il sistema risulti esternamente stabile, ovvertti t poli della funzione di trasfe-
rimentoH (z) si trovino nella regione di asintotica stabilita, occateterminare per quali
valori del parametro realetutte le radici del denominatore

D(z) = 2"+ 2>+ pz +0.25

di H(z) hanno modulo strettamente minoreldiLa condizione necessaria e sufficiente e
fornita dal criterio di Jury, che richiede che siano sodadisfle seguenti 3 disuguaglianze:

1) D(z=1)=13412+p-14025=p+225>0 = p>-225

2) (-1*D(z = -1) = =[(-1)* + (-1)*+p- (1) +025] =p—-025>0 =
p>0.25

3) las| =1>|ag|=0.25, Vp

nonché un’ulteriore disuguaglianza fra i moduli di alcetementi della tabella di Jury
corrispondente:

0.25 D 1 1
1 P 0.25

1
.25 -1

025—p 025p—1 —0.9375

D NDW W

= |—0.9375| > [0.25 — p|

Poiché occorre > 0.25 per soddisfare la seconda disuguaglianza, allora I'ultiisa-
guaglianza richiede a sua volta che:

0.9375 > —(0.25 —p) = p< 1.1875

e quindi la condizione necessaria e sufficiente affinchéstema risulti esternamente
stabile & complessivamente che:

0.25 < p < 1.1875
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3 Esercizio

Dato il denominatoreD(z) di una funzione di trasferimentf/(z), determinare l'inter-
vallo I; dei valori del parametro real€ che assicurano asintotica stabilita (ovvero tutti i
poli di H(z) sitrovano nella regione di asintotica stabilita). Cadeelinoltre I'intervallo

I, dei valori di K per cui tutti i poli di H(z) risultano asintoticamente stabdia parte
reale strettamente positiva (reali0 o complessi coniugati con parte reald)).

D(z)=2"—12(1-K)z+0.2

Soluzione

Affinché tutti i poli della funzione di trasferimentd (z) si trovino nella regione di asin-
totica stabilita, occorre determinare per quali valotigrametro realds tutte le radici
del denominatoré(z) di H(z) hanno modulo strettamente minoreldiLa condizione
necessaria e sufficiente e fornita dal criterio di Jury,ratt@ede che siano soddisfatte sol-
tanto le seguenti 3 disuguaglianze in questo particolase tacui D(z) € un polinomio
di Il grado:

1) D(z=1)=12-1201-K)-1402=12K>0 = K >0

2) (-1)?D(z=-1)=+[(-1)*-12(1-K)-(-1)+02] = -12K+24 >0 =
K <2

3) |a3|:1>\a0|20.2, VK

per cui I'intervallo; dei valori del parametro real& che assicurano asintotica stabilita
e dato da:
L={K:0< K <2}

Affinché entrambi i poli diH (z) siano a parte reale strettamente positiva, in base alla
regola dei segni di Cartesio occorre determinare per qalrivdel parametro real& si
hanno 2 variazioni di segno fra i coefficienti consecutivii) :

ea,=1>0, VK
eu;=—12(1-K)<0 = K<1 = K<l
oay =02 VK

per cui l'intervallo/, dei valori del parametro real€ per cui tutti i poli di H (z) risultano
asintoticamente stabili e a parte reale strettamenteiymsidato da:

L=ILnN{K:K<1}={K:0< K <1}
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Stabilita dell’equilibrio di sistemi dinamici non lineari
Esercizi risolti

1 Esercizio

Un sistema dinamico non lineare, a tempo continuo, con neatita derivabili, viene
linearizzato nell’intorno del suo unico punto di equiliriottenendo un sistema LTI
descritto dalle seguenti matrici:

0o 1 -1 2 0
-3 -10 0 1 1

A= v o o 1 |> B=| 1| ¢=[10o1 2], D=0
0 0 -4 —20 -1

Analizzare le proprieta di stabilita del punto di equiidh

Soluzione

Mediante il metodo indiretto di Lyapunov (anche noto comeaue di linearizzazione),
si puo studiare la stabilita locale del punto di equiliadti un sistema dinamico non lineare
a tempo continuo analizzando la parte reale degli autavéédia matrice di statod del
sistema linearizzato nell’intorno del punto di equilibrim questo caso, la matricé e
triangolare (superiore) a blocchi e quindi i suoi autoviedono quelli dei blocchi quadrati
posti sulla diagonale principale:

= (=0 D))o (=2 )

p.c.(Ay) = det(A — Ay) = ’ g N 1110 ' = A*+ 10X + 3 = (A + 0.3096) (A + 9.6904)
= {\(A)} = {-0.3096, —9.6904}
poe.(As) = det(\ — Ay) = ' ) Afm ' — A2+ 20044 = (A+0.2020)(\ -+ 19.7980)

= {\(42)} = {-0.2020, —19.7980}
e quindi:
{\(A)} = {—0.3096, —9.6904, —0.2020, —19.7980} = {Re(\;(A))}

per cui il punto di equilibrio del sistema dinamico non lire& asintoticamente stabile,
poiché tutti gli autovalori did hanno parte reale strettamente negativa.
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2 Esercizio

Un sistema dinamico non lineare, a tempo continuo, con neatita derivabili, viene
linearizzato nell'intorno del suo unico punto di equildpriottenendo un sistema LTI
descritto dalle seguenti matrici:

0 1 0 1
A=|k -3 0|, B=|0|, C=[010], D=0
0 0 2 1

Analizzare le proprieta di stabilita del punto di equildoal variare del parametro reale

Soluzione

Procedendo come nell’esercizio precedente, si osservia cjuesto caso, la matricé e
diagonale a blocchi e quindi i suoi autovalori sono quellilWlecchi quadrati posti sulla
diagonale principale:

oy ={n(a=[} 4])}ve

L'autovaloreA\;(A) = 2 haRe(A3(A)) = 2 > 0 Vk e quindi il punto di equilibrio del
sistema dinamico non lineare ¢ instabile per qualunqueeali .

3 Esercizio

Un sistema dinamico non lineare, a tempo discreto, con meatita derivabili, viene
linearizzato nell'intorno del suo unico punto di equildpriottenendo un sistema LTI
descritto dalle seguenti matrici:

0 1 2k 1
A=|-02 12 1 |, B=|0]|, C=[010], D=0
0 0 02 1

Analizzare le proprieta di stabilita del punto di equildoal variare del parametro reale

Soluzione

Mediante il metodo di linearizzazione, si puo studiare#dgita locale del punto di equi-
librio di un sistema dinamico non lineare a tempo discret@ianando il modulo degli
autovalori della matrice di statd del sistema linearizzato nell'intorno del punto di equi-
librio. In questo caso, la matricé e triangolare (superiore) a blocchi e quindi i suoi
autovalori sono quelli dei blocchi quadrati posti sullagtinale principale:

o= (=] 0, L ]) o
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A -1

p.c.(Ay) =det(A — Ay) = ’ 0.2 \— 19

’ =N 120 +02=(\—-1)(A—-02)
e quindi:
{MN(A)} =11, 0.2, 0.2} = {|N(A) |}, VE
per cui mediante il metodo di linearizzazione non e poksitedurre nulla sulla stabilita

locale del punto di equilibrio del sistema dinamico non direeper alcun valore dk,
poiché| \;(A)| < 1, Vi eVk, ed inoltredl : | \,(A)| =1, Vk.
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