Fondamenti di Automatica Calcolo del movimento di sistemi dinamici LTI

Soluzione per sistemi dinamici LTI TC
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il seguente sistema dinamico LTI a tempo continuo:

;;c(t):[i ;]x(t)—f—{g}u(t)

y(t)=[ -1 3 ]a(t)+8u(?)

determinare I’espressione analitica del movimento dello stato z(¢) e dell’uscita y(¢) nel
caso in cui I’ingresso sia un gradino di ampiezza 2 (u(t) = 2=(t)) e le condizioni iniziali
siano: z(0) = [ 2 2 ]T.

Soluzione

Procedendo nel dominio della trasformata di Laplace, si ha:

HE (5) H (s)
——~— —N—
X(s)= (sI — A)_l z(0) + (sl — A)_l BU(s) =

(& / (& J/

movimento movimento
libero — Xj(s) forzato — X(s)

= Hy(s)z(0) + H;f(s)U(s)J
Xo(s) X1 (s)
Si ha quindi:
s—1 2 17! 1
I—-A)t= B B =——— Adj(sI — A) =
(s ) [ —4 8—3:| det(sI — A) its )
s—3 2
_ 1 s—=3 2 _ | s2—4s—5 s2—4s—5
s2—4s—5 4  s-—1 4 s—1
s2—4s—5 s2—4s—5
pertanto:
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s—3 2 25 — 2
B 2 _ Ao _ 2 _ Ao _ 2 2 _ Ao _
Xo(s) = (sI = A)7'z(0) = | * is 0o sésl ° {2]: 823%65
s2—4s—5 s2—4s—5 s2—4s—5
s—3 2
_ 2 _Ag — 2 _ Ag — )
Xp(s)=(sI —A)'BU(s)= | & 455 s 4579 g |Uls) =
s2—4s—5 s2—4ds—5 1~
(8]—‘;4)71
55 +1 10s + 2
_ s2 —4s—5 2: $3 — 4s% — b5
1 8s + 12 s 16s + 24
9 52 —4s—5 53 —4s? — bs
U(s) = -
s
Infine
25% + 85 + 2 25> +8s +2
_ X)) | | —4s2—5s | _ | s(s+1)(s—5)
X(S) —XZ(S) +Xf<3) - |:X2(S) :| - 252+22S+24 - 282+22S+24
s3 —4s% — bs s(s+1)(s—5)
da cui si ricava la seguente decomposizione in fratti semplici:
25% + 85 + 2 rY RY  RY
+
_ | s(s+1)(s=5) | _ s s+1 s—5
X) =1 92 oy | = R® R® RO
s(s +1)(s = 5) s s+l 5-5
dove:
252 +8s 42 2
RV =lim s X, (s) = Ii ——Z—-_04
1 SEI[l)S 1(8) SILI})SS<8—|—1)(S—5) 5
25% 4+ 8s + 2 4 _
R\ = 1i 1) X, (s) = i 1 — —— =06
2 siri11<s +1)Xi(s) sirg(s + )s(s +1)(s —5) 6
2
(1) . . 28 +88+2 92 —
Ry’ =1 —5)X =1 -5 = — =23.06
3 Sl_rg(s )X () sl—rié(s )s(s +1)(s—5) 30
2 22 24 24
Rgz) = lim s X5(s) = lim s Gl e e —4.8
s—0 s—0 S(S + 1)(8 — 5) ) 5
254+ 22s+24 4 -
RY = 1i 1) Xy(s) = i 1 —-=06
2 Sirgl(s +1)X(s) SLIEII(S * )3(5 +1)(s—=5) 6

252 +22s+24 184 _
RY — lim(s — 5)Xy(s) = lim(s — 5 — 261
' = e = 9Xale) =il =B TG = ~ w08
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pertanto:
rY R RV 04 06  3.06
+ + —— - +
X(s) = S s+1 s=5 | _ S s+1 s—35
r® RY R:(f) 48 0.6 6.13
+ -+ +
s s+1 s—5 s s+l s-=95

Antitrasformando si ha infine:
[ @) ] [ 3.06€% — 0.6~ — 0.4
2(t) = {xg(t) 1 - { 6.13¢" + 0.6 — 4.5 | °1)

L’espressione del movimento dell’uscita si ottiene dalla relazione y(t) = Cx(t) + Du(t):

3.06¢”" — 0.6e" — 0.4
y(t) = Calt) + Duft) = [ ~1 3] { 6.13¢% + 0.5~ — 4.8 ] =) +8-2:(t) =

= (15.3¢" — 2.6e" + 2) e(t)

2 Esercizio
Dato il seguente sistema dinamico LTI a tempo continuo:

i’(t):[g ;]x(t)+“]u(t)

yt)=[1 -1 ]a(t)
determinare I’espressione analitica del movimento dello stato x(¢) e dell’uscita y(¢) nel
caso in cui I'ingresso sia nullo e le condizioni iniziali siano: z(0) = [ 2 5 }T.

Soluzione

Procedendo nel dominio della trasformata di Laplace, si ha:

HE (s) H ()
‘ O 1
X(s)= (sI—A)" z(0) +(sI —A) BU(s) =

movimento movimento
libero — Xj(s) forzato — X(s)

Poiché I’ingresso applicato ¢ nullo occorre calcolare solo il movimento libero.
Si ha quindi:
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-1
—1 1
I—A)1t=| ° - Adj(s] — A) =
(s ) {—3 3—2} det(sI — A) its )
s—2 1
_ 1 s—=2 1] | 2-926-3 §2-2s—3
52 —25—3 3 s 3 S
§2—-25—3 s2—25—3
pertanto:
s — 2 1 2s +1
_ 2 _ _ 2 _ _ 2 2 _ _
X(s) = Xy(s) = (s[-A)'2(0) = | ¢ %S 3 s %3 3 {5} = | S 532—[—96 3
§2—-2s—3 s2—-25—3 52 —25—3

da cui si ricava la seguente decomposizione in fratti semplici:

25+ 1 rY  RM
+1)(s—3 —
X(S) = (S 58)—<f—86 ) - SR—i(_Q)l SR(Q)?)
_ 1 2
(s +1)(s = 3) s+1 53
dove:
2s+1 1
Ry’ = SliI{ll(S + 1) Xi(s) = Slg{ll(s +1) (32—|— 1)1(3 3 : 1 0.25
M) _ i (s — — lim(s — 5+ _
Ry’ = £1_rg(s 3)Xi(s) = £1_r%(3 3) GrOG_3) 1 1.75
RP? = lim (s + 1)Xa(s) = lim (s + 1)& L g5
1 s——1 s——1 (S + 1)(8 — 3) 4 ’
2 - _ T _ 5s -+ 6 . _1 .
Ry = 1;133,(8 3)Xa(s) = ngl_rg(s 3)—(3 TDG-3) 1 5.25
quindi:
r®P  RY 025  1.75
_ +1 -3 | = +1 -3
X(s)=1 "oy “poi | =| “025 59
1 2 — +
s+1  s—3 s+1 s—-3

Antitrasformando si ha infine:

0= 20 | = s T s |20

L’espressione del movimento dell’uscita si ottiene dalla relazione y(t) = Cz(t):

1.75¢* + 0.25¢ " _
y(t)=Cuax(t) =1 —1] { 5 9E % _ () 95—t } e(t) = (0.5e7" — 3.5¢™) e(t)
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3 KEsercizio

Dato il seguente sistema dinamico LTI a tempo continuo:
Ert i b P ]
&) =[1 0] {%(t)-

I'Q(t) ]

determinare I’espressione analitica del movimento dell’uscita () nel caso in cui I’ingres-
so uq(t) sia nullo, I’ingresso us(t) sia un impulso di ampiezza 2 e le condizioni iniziali
siano nulle.

Soluzione

Procedendo nel dominio della trasformata di Laplace, si ha:

H(s) — matrice di
Ho(s) trasferimento

A

7 ™~

——~
Y(s)= C(sI —A)" 2(0)+ [C(s] — A)" B+ D] U(s)

-

v~ ~~

movimento movimento
libero — Yi(s) forzato — Yy(s)
= Ho(s)x(0) + H(s)U(s)
Yi(s) Y (s)
Si ha quindi:
s 117! 1
I—-A)t= B =——Adj(sl — A) =
(s ) [ 1 s+1 ] det(sl — A) it )
s+1 1
:; s+1 1 s24+s+1 s2+s+1
s2+s+1| -1 s 1 5

C224s+1 s24+s+1
Poiché le condizioni iniziali sono nulle, si dovra calcolare la sola parte di movimento
forzato:

Y(s)=Yy(s) = [C(sI — A)"'B+ D] U(s)

Inoltre, dal momento che il primo ingresso w4 (t) & nullo e la matrice D & composta di soli
zeri, il conto puo essere semplificato come segue:
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Y(s) = [C(s] — A)~'by] Us(s)

dove b, ¢ la seconda colonna della matrice B mentre Us(s) ¢ la trasformata di Laplace del
secondo ingresso us(t).

s+ 1 1
2 2 0
Y(s) = [1 0} S —|—81-|—1 S —l—g-‘rl . -
c | T2+ s+1 s2+s+1 J‘;;" Ua(s)
(51::4)—1

s+1 1 0 1 2
s24+s+1 s2+s5+1 1 s24+s5+1 s24+s+1

da cui si ricava la seguente decomposizione in fratti semplici:

2 2
V)= a1 N A
<S—|—§—]7> <S+§—|—j7>
R R
- 1 : V3 + 1 : /3
<S+§—j7) (S+§+j7>
dove:
R = lim <s+l—jﬁ>Y(s)=
1 by 2 2
2
lim <S+%—j\/7§) =
s——5+i% <3+%—j‘/7§> (S‘I’%_’_j\/?g)
-2 _ _;
= 2= —j1.1547
Pertanto
—171.1547 1.1547
% J J

Ricordando che I’antitrasformata della coppia dei fratti semplici corrispondenti ad una
coppia di radici complesse coniugate ¢ del tipo:

2Me" cos(wt + )
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dove:

o: parte reale della coppia delle radici complesse

w: parte immaginaria (determinazione positiva) della coppia delle radici complesse
M: modulo del residuo associato alla radice complessa con parte immaginaria positiva

@: fase del residuo associato alla radice complessa con parte immaginaria positiva
In questo caso si ha: 0 = —0.5; w = 0.866;

M = /(1.1547)2 = 1.1547, ¢ = —g — —1.5708rad

In definitiva:

y(t) = [2.3094e" cos(0.866¢ — 1.5708)] &(t)

(©2007 Politecnico di Torino 7



Fondamenti di Automatica Calcolo del movimento di sistemi dinamici LTI

Analisi modale per sistemi dinamici LTI TC
Esercizi risolti

1 Esercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TC caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

-3 -1 02 3
0 —-02 03 1
A= 0 0 05 1
0 0 0 0

Determinare le caratteristiche dei modi naturali.

Soluzione

Poiché la matrice A risulta triangolare, gli autovalori si trovano sulla diagonale e sono:

Al=—-3— R@()\l) <0
A= —-0.2— R@()\Q) <0
)\3 =0.5— RG()\g) >0
)\4 =0— Re()\4) =0

Gli autovalori sono reali e distinti, pertanto i corrispondenti modi naturali sono rispettiva-
mente:

)\1 N 67315
—0.2¢

0.5t

)\2 — €
)\3 — €
A — €% =e(t)

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:

e~3" — modo esponenzialmente convergente

e~ %2t — modo esponenzialmente convergente

%" — modo esponenzialmente divergente

e = ¢(t) — modo limitato costante
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2 Esercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TC caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

0.3 0.2 1 2
-0.2 0.3 2 1
4 0 0 0 1
0 0 -08 —-24
Determinare le caratteristiche dei modi naturali.
Soluzione
La matrice A ¢ triangolare a blocchi:
0.3 0.2 1 2
A —-0.2 0.3 2 1 | A A
0 0 0 1 N 0 Ay
0 0 —-08 —24
0.3 0.2 0 1
An = { —-0.2 0.3 } An = { —0.8 —2.41

pertanto i suoi autovalori sono quelli dei blocchi quadrati A;; e Ags posti sulla diagonale
principale di A.

Per il blocco Ay; siha A2 = 0.3+ 0.25 — Re(A12) >0
Per il blocco Agp siha A3 = —0.4 — Re(A3) < 0e Ay = —2 — Re(N\y) < 0.

Il sistema presenta quattro autovalori distinti di cui due complessi coniugati a parte reale
positiva (A 2) e due reali negativi (A3, A\y).
I modi naturali corrispondenti sono:

A2 — €23 cos(0.2t), €3 sin(0.2t)
)\2 N 6_0'4t
A3 — e 2

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:

%3t cos(0.2t), e*' sin(0.2t) — modi oscillanti esponenzialmente divergenti

e~ %4 — modo esponenzialmente convergente

e~2! — modo esponenzialmente convergente
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3 Esercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TC caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

-1 0 0
A= 0 —-04 0
0 0 -5

Determinare le caratteristiche dei modi naturali e, se appropriato, calcolare le corrispon-
denti costanti di tempo.

Soluzione

Poiché la matrice A risulta diagonale, gli autovalori si trovano sulla diagonale e sono:

AM=—-1— ]Re()\l) <0

Ay =—04 — Re(Xy) <0

A3 =—bH— R@()\;g) <0
Gli autovalori sono reali e distinti, pertanto i corrispondenti modi naturali sono rispettiva-
mente:

A — et

/\2 N 670,4t

)\3 N 6757&

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:
e~' — modo esponenzialmente convergente

e~%4 — modo esponenzialmente convergente

e~°" — modo esponenzialmente convergente

Poiché tutti i modi naturali sono convergenti, si possono calcolare le costanti di tempo.

Per il modo naturale e~ si ha:

1 1 1
T =|—|=1s
" Re(MN) | =1
Per il modo naturale e~ %# si ha:
1 1 o5
Ty = = =25s
7 Re(Ny)|  |-04
Per il modo naturale e ¢ si ha:
1 1
=|—|=0.2
" ’Rew '—5‘ ’
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4 KEsercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TC caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

0.2 0 0 0
0 -0.1 O 0
A= 0 0 0 1
0 0 —-16 -8
Determinare le caratteristiche dei modi naturali.
Soluzione
La matrice A ¢ diagonale a blocchi:
02 0 0 0
0 —01 0 0 An 0
A=119 o o 1 |- Az ’

0 1
All - [0.2],1422 - [—0.1],1433 == |: —16 —8:|

pertanto, i suoi autovalori sono quelli dei blocchi quadrati A1, Ags e Ass posti sulla di-
agonale principale di A.

Per il blocco A;; siha A\; = 0.2 — Re(A;) >0
Per il blocco Ayy siha Ay = —0.1 — Re(A2) < 0.
Per il blocco Asz siha A3 = Ay = —4 — Re(A34) < 0.

L’autovalore \; ¢ reale positivo, I’autovalore )\, ¢ reale negativo mentre gli autovalori
4) sono reali negativi e coincidenti cioé con molteplicita ¢/ = 2.

Az, A 1 t dent Iteplicita p/ = 2

I modi naturali corrispondenti sono:

)\1 N 60.21&

Ay — €
A374—>€ ,t-e

—0.1¢
4t

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:

%2 — modo esponenzialmente divergente

e~%1* — modo esponenzialmente convergente

e~4 t . e " — modi esponenzialmente convergenti
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5 KEsercizio

Data la seguente funzione di trasferimento:

1—-2s
(s2+12s+20)(s +4)

determinare 1’insieme 7' delle costanti di tempo dei poli.

H(s) =

Soluzione

I poli della funzione di trasferimento data sono le radici del suo denominatore:

(8 + 125 +20)(s +4) = (s + 2)(s + 10)(s + 4)
Pertanto si ha:
p1=—2—Re(p) <0

pa = —10 — Re(py) < 0
ps = —4 — Re(p3) <0

Poiché tutti 1 poli hanno parte reale negativa, si possono calcolare le costanti di tempo:

1 1
= =|—|=0.5
" ’Re(m) ’ —2‘ ’
1 1
& Re(p2) —10‘ ’
! L 0.25
" [ Repy)| ~ |4

Quindi

T={05 01, 025}
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Soluzione per sistemi dinamici LTI TD
Esercizi risolti

1 Esercizio

Dato il seguente sistema dinamico LTI a tempo discreto:

x(k+1):[0(')5 _ll}x(kw{ﬂu(k)

yk)y=1[2 4 ]z(k)
determinare 1’espressione analitica del movimento dell’uscita y(k) nel caso in cui I'in-
gresso sia u(k) = 0.9%¢(k) e le condizioni iniziali siano: zg = [ 2 1 }T.

Soluzione

Procedendo nel dominio della trasformata zeta, si ha:

H(z) — matrice di
Ho(2) trasferimento

A\

——f—— - ~
Y(2) = 20 (21 — A)"" 2(0) +[C (2] - A~ B+ D] U(z)

v v~

movimento movimento
libero — Yy(2) forzato — Yy(z)
= Hy(2)2(0) + H(=)U(2)
Yi(2) v (2)
Quindi:
(2 —A)~ ' = 2-05 1 = ;Ad'(zl —A) =
0 -1 T dmEl =Y N
1 B -1
_ 1 z=1 =1 | | 2-05 (2—=05)(z—1)
(z=05)(z—1) | 0 2-05 0 1
z—1
pertanto:
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1 —1
1 z — U. z — 0. z — 2 8z
Yi(2) = 20(zI — A)'z(0) =2 [ 2 4] 005 ( 051)( 1) [1}:m
z—1
Yi(2) = [C(zI — A)"'B+ D|U(z) =
1 -1
_ z—05 (2—-09)(2—1 2 z
=|L24] . (=08 ~1) {0}*4% >~ 0.9
‘ s 5 U
(zI—-A)—1
B 4z
~ (2-05)(z—0.9)
Infine
8 4
3«@:ya@+yﬂazz(z_05+@_O@@_O%>

Si noti che, ai fini della decomposizione in fratti semplici, ¢ inutile sommare i due addendi
all’interno della parentesi. Si puo infatti procedere nel modo seguente:

8 Ry Ry
Y pr—
() Z<2—05+z—05+z—09)
dove:
R lim (2 —0.5) 1 10
= lim (2 — 0. = —
! z—0.5 (2 — 05)(2 - 09)
Ry = lim (z —0.9) 1 =10
Sy (z-05)(z—-0.9)
pertanto:
8 10 10
Y e — =
(2) Z(z—05 2—05+z—09>
2z L 10z
z—05 2-09
quindi:

y(k) = (=2-0.5" +10-0.9%) e(k)
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2 Esercizio
Dato il seguente sistema dinamico LTI a tempo discreto:

ok +1) = [ o } o(k) + [ X ] u(k)

y(k) = [7 7 Ja(k)
determinare 1’espressione analitica del movimento dello stato x(¢) e dell’uscita y(k) nel

caso in cui I'ingresso sia un gradino di ampiezza unitaria e le condizioni iniziali siano
nulle.

Soluzione
Procedendo nel dominio della trasformata zeta, si ha:
Hg () Hy(2)
X(z)=2z(z] — A 2(0) 4+ (21 — AT B U(2) =

v~ a"'e

movimento movimento
libero — Xy(z2) forzato — X(2)

= Hy(2)z(0) + Hf (2)U(2)

\ J/
>
' ~~

Xo(2) X4(2)
Si ha quindi:
(I—Ayt=| = 1 o L Agj(er— 4y =
“| 01 2403 T det(zi—a)"Y N
B 1 z+03 1|
C22+032-01] 01 z|
z+0.3 1 z2+0.3 1
_ | 224032-01 224032—01 | _ | (#+ 0.53(2 —0.2) (2+0.5)(2—0.2)
0.1 z A z
224032—-01 2240.32-0.1 (z+0.5)(z—0.2) (2+0.5)(z—0.2)

Poiché le condizioni iniziali sono nulle, si dovra calcolare la sola parte di movimento
forzato:
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z+0.3 1
Xp(2) = (21 — A)'BU(2) = (z + 0.5&(12 —0.2) (z+ 0.5)Z(z —0.2) { (1) } U(2)
(2+05)(z=0.2) (240.5)(z—02) 1=~
(zI—vA)—1

1 1

_ (z+0.5)(z —0.2) = _ | (z+05)(2-02)(2 - 1)
2 1 z

Ll Grosc_o02 Z405)(z=02)(z—1)

Ulz) = z—1
Infine
1

5) — 5) — — .| z+05)(2-02)(2—1)
X(z) = X4(2) {XQ(Z)} (z+05)(zi02)(z—1)

da cui si ricava la seguente decomposizione in fratti semplici:

1 B RY R
X(2) = 2 (2—1—0.5)(220.2)(2—1) — | 2+05 z—%.Q z—1

2 2
(z+05)(z=0.2)(z— 1) zﬁgo).{) * z]jéoz - zR—g )1
dove:

B = lim (2+ 0'5>XIT(Z) = A G+ 08 G - 02y —1) P
RV = Jim (2 — 0.2)X17(Z) = lim (2 —0.2) ETHE i BEENE —1.7857
A =tz — ) HE =ty - (+05)(z - D CES i

Ry = lim (e + 0'5)X2z(Z) = lim ( +08) sy oy — 04Tl
R = Jim (= - 0.2)X27(Z> = lim, (e = 02— - e
Ry = lim(z - 1>XQT(Z) g S s - DIEED

pertanto:

(©2007 Politecnico di Torino 4



Fondamenti di Automatica Calcolo del movimento di sistemi dinamici LTI

rWY rY  RY 0.9524  1.7857  0.83

X(2) = - 2105 z-02  Z-1 2105 z02 2.1
RO R RO 0.4761  0.3571  0.83

— — +
S405 2-02 -1 2405 2-02 z-1

=z

Antitrasformando si ha infine:

_ [ @a(k) ] _ [ 083409524 (-0.5)" — 1.7857 - (0.2)"
o= { w2 (k) } - [ 0.83 — 0.4761 - (—0.5) — 03571 - (0.2)* | <)

L espressione del movimento dell’uscita si ottiene dalla relazione y(k) = Cz(k):

0.83 4 0.9524 - (—0.5)% — 1.7857 - (0.2)*
y(k) =Cu(k) =7 7] _ e(k) =
0.83 — 0.4761 - (—0.5)% — 0.3571 - (0.2)*

= (11.6 + 3.3341 - (=0.5)F — 15- (0.2)*) £ (k)

3 Esercizio

Dato il seguente sistema dinamico LTI a tempo discreto:

x(k:+1)—[_31 ?}x(k)—i—{??)]u(k)

y(k)y=12 —5 | z(k) — 4u(k)
determinare 1’espressione analitica del movimento dell’uscita y(k) nel caso in cui I'in-
gresso sia nullo e le condizioni iniziali siano: zop = [ =2 —1 ]T.

Soluzione

Procedendo nel dominio della trasformata zeta, si ha:

H(z) — matrice di

Ho(2) trasferimento
,—/_\ p A q
Y(2) = 20 (2 — A) " 2(0) + [C (2 — A)"" B+ D] U(2)
movimento movime;lto
libero — Yy(2) forzato — Y (2)
= Ho(2)z(0) + H(2)U(z)
Y;(::) Yf‘zz)
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Si ha quindi:
1
+1 =5 1 .

-4 =\~ . Adj(z] — A) =

(2 ) [ -3 2—1} det(zI — A) iz )
z—1 d

_ 1 z=1 5 | _ | 2-16 22-16 | _

(z+1)(z—1)—15 3 z+1 3 z+1
22—16 22—16

z—1 5

(z + 4)3(2 —4) (z +24,12|Ez1— 4)

(z+4)(z—4) (z+4)(z—4)

Poiché I'ingresso applicato risulta essere nullo, si dovra calcolare la sola parte di movi-
mento libero:

Yi(2) = 2C (21 — A)~z(0) =

21 5
—2[2 -5] (z+4)3(z—4) (z—l—;lzlgzl—él) {:?}:
(z+4)(z—4) (z+4)(z—4)
2z — 17 52—5 —2 2429
IR NCEREEEY _<z+4)(z—4)H—1}:Zm
Infine
V() = ¥i() + Y)() = s p

Si ricava quindi la seguente decomposizione in fratti semplici:

Y(z):z( | f )

z4+4 z-4
dove:
2+ 29
R, =1 4) ———— = —3.125
1= lim (z+ >(z +4)(z — 4)
z 429
Ry =1i —4)————— =4.125
> = lim(z >(z—|—4)(z — 1)
pertanto:
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Y(2) R, n Rs 3.125 n 4.125 3.1252 n 4.1252
z) =2z =z - = —
z+4 z-—4 z+4 z—4 z+4 z—4

y(k) = (4.125- 4% — 3.125 - (—4)%) (k)
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Analisi modale per sistemi dinamici LTI TD
Esercizi risolti

1 Esercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TD caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

-3 -1 02 3
0 —-02 03 1
A= 0 0 05 1
0 0 0 0

Determinare le caratteristiche dei modi naturali.

Soluzione

Poiché la matrice A risulta triangolare, gli autovalori si trovano sulla diagonale e sono:

/\1:—3—>|A1|>1
/\3205—>|)\3|<1
)\4:O—>‘)\4‘<1

Gli autovalori sono reali e distinti, pertanto i corrispondenti modi naturali sono rispettiva-
mente:

At — (=3)F
A3 — 0.5F

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:
(—3)* — modo geometricamente divergente (alternato)
(—0.2)* — modo geometricamente convergente (alternato)
0.5 — modo geometricamente convergente

0% = 6(k) — modo impulsivo (convergente a zero in un passo)
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2 Esercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TD caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

—-0.3 0.2 1 2
—-0.2 —-0.3 2 1
A= 0 0 0 1
0 0 —-0.8 —-24
Determinare le caratteristiche dei modi naturali.
Soluzione
La matrice A ¢ triangolare a blocchi:
0.3 0.2 1 2
A —-0.2 0.3 2 1 | A A
0 0 0 1 o 0 Ao
0 0 —-08 —24

03 02 0 1
An = { —-0.2 0.3 } An = { —0.8 —2.41

pertanto i suoi autovalori sono quelli dei blocchi quadrati A;; e Ags posti sulla diagonale
principale di A.

Per il blocco Ajq siha: Ajg = 0.3 £0.25 = 0.361e*0%% — |\ 5] < 1
Per il blocco Agyp siha: A3 = —0.4 — |A\3] <ledy=—-2— |\ > L.

Il sistema presenta quattro autovalori distinti di cui due complessi coniugati con modulo
minore di 1 (\;2) e due reali, aventi A3 modulo inferiore a 1 e A, modulo superiore a 1.
I modi naturali corrispondenti sono:

A2 — 0.361% cos(0.588k), 0.361" sin(0.588k)
Ay — (=2)F

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:
0.361% cos(0.588k), 0.361% sin(0.588k) — modi oscillanti geometricamente convergenti
(—0.4)¥ — modo geometricamente convergente (alternato)

(—2)* — modo geometricamente divergente (alternato)
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3 Esercizio

Si consideri un sistema dinamico LTI TD caratterizzato dalla seguente matrice di stato A:

-1 0 0
A= 0 —-04 0
0 0 5

Determinare le caratteristiche dei modi naturali.

Soluzione

Poiché la matrice A risulta diagonale, gli autovalori si trovano sulla diagonale e sono:

/\1:—1—>|A1|:1
/\3:5—>‘>\3‘>1

Gli autovalori sono reali e distinti pertanto i corrispondenti modi naturali sono rispettiva-
mente:

)\1 — (—1)k
)\2 — (—O4)k
)\3 — 5k

I modi naturali trovati presentano pertanto le seguenti caratteristiche:
(—1)* — modo limitato (alternato)
(—0.4)* — modo geometricamente convergente (alternato)

5% — modo geometricamente divergente
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