Fondamenti di Automatica Introduzione e modellistica dstiesni

Classificazione di sistemi dinamici
Esercizi risolti

1 Esercizio
Dato il sistema descritto dalle seguenti equazioni:

r1(k+1) = 2x9(k)+ cos(u(k))
y(k) = 2 (k) +u(k)

analizzare le proprieta del modello matematico, preciease il sistema e statico o dina-
mico, a tempo continuo o discreto, SISO o MIMO, a dimensionigfio infinita, lineare
0 non lineare, tempo-variante o tempo-invariante, propmon proprio.

Soluzione
Il sistema e:
¢ dinamico (il legame ingresso-uscita non & istantaneo)
e atempo discreto (le equazioni di stato sono equazioni dftereinze)
e SISO @ = #ingressi= dim(u) = 1, ¢ = #uscite= dim(y) = 1)
¢ adimensione finitar{ = #variabili di stato= dim(z) = 2 < c0)
e non lineare (per il termine non lineates (u (k)))
e tempo-invariante (le equazioni di stato e di uscita sonoedfictenti costanti)

e non (strettamente) proprio (nell’equazione di uscita camapingressa:)

2 Esercizio
Dato il sistema descritto dalle seguenti equazioni:

l"g (t) = O5ZE1 (t) + U9 (t)
y(t) = 2wy (t) - u ()
analizzare le proprieta del modello matematico, preciease il sistema € statico o dina-

mico, a tempo continuo o discreto, SISO o MIMO, a dimensionigfio infinita, lineare
0 non lineare, tempo-variante o tempo-invariante, propman proprio.
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Soluzione
Il sistema e:
e dinamico (il legame ingresso-uscita non e istantaneo)
e atempo continuo (le equazioni di stato sono equazionireiffeali)
e MIMO (p = #ingressi= dim(u) = 2, ¢ = #uscite= dim(y) = 1)
¢ adimensione finitar{ = #variabili di stato= dim(z) = 2 < c0)
e non lineare (per il termine non lineatg(t) - u;(t))
e tempo-invariante (le equazioni di stato e di uscita sonoedfictenti costanti)

e non (strettamente) proprio (nell’equazione di uscita carapingressai;)

3 Esercizio
Dato il sistema descritto dalle seguenti equazioni:

o () = 0521 (t) +u(t)
y(t) = 2z (t)

analizzare le proprieta del modello matematico, precieae il sistema e statico o dina-
mico, a tempo continuo o discreto, SISO o MIMO, a dimensionigfio infinita, lineare
0 non lineare, tempo-variante o tempo-invariante, propmon proprio.

Soluzione
Il sistema é:
e dinamico (il legame ingresso-uscita non e istantaneo)
e atempo continuo (le equazioni di stato sono equazionireiffeali)

e SISO @ = #ingressi= dim(u) = 1, ¢ = #uscite= dim(y) = 1)

a dimensione finitar{ = #variabili di stato= dim(z) = 2 < o)

lineare (le equazioni di stato e di uscita sono lineartinz,, u)

tempo-variante (per il terminez, (¢) avente il coefficiente non costartje

(strettamente) proprio (nell’equazione di uscita non caraef’ingressav)
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Modellistica dei sistemi dinamici elettrici
Esercizi risolti

1 Esercizio

Si consideri il sistema dinamico elettrico riportato in figui cui componenti assumono i
seguenti valori numericiLl = 103 H,C =1075F, R, = 103Q, Ry, = 9- 103 Q.

+
e Ve y

- C — R2

Determinare le matrici{, B, C' e D della rappresentazione in variabili di stato del sistema
i = Az + Bu, y = Cz + Du, scegliendo come variabile di stato= [iy, vc]" e come
variabile di ingressa = e.

Soluzione

Facendo riferimento alle variabili riportate nella figuegaente,

i i R
VW
e + L CCi VC y

le equazioni costitutive dei componenti con memoria (itmlue condensatori) sono:

dip(t
vp(t) = L%
iet) = 02
mentre le equazioni topologiche della rete elettrica sono:
e(t) =wvr(t) +ve(t) (equazione alla maglia di sinistra)
ve(t) = Ryi(t) + Rai(t) (equazione alla maglia di destra)
ir(t) =ic(t) +i(t) (equazione al nodo)

Essendo state scelte come variabili di stato e d’ingresso:

o(t) = [ i (1 } - [ =) ] ) = et

vo(t) (1)

(©2007 Politecnico di Torino 1



Fondamenti di Automatica

Introduzione e modellistica dstiesni

le equazioni di stato risultano essere:

o din(t) op(t) e(t) —ve(t) -1 1 _
iy (t) = a L I = 75172(75) + Zu(t) = fi(t,z,u)
ia(t) = dve(t) _ ic(t) _ i (t) —i(t) _ xi(t) et _
? dt C C C  C(R + Ry)
1 1
— El'1(t> — mﬂfg(t) = fg(t,x,u)
e I'equazione d’uscita e:
. ve(t) Ry
t) = t) = = t) =gt
y( ) RQZ( ) R2R1 +R2 Rl +R2x2( ) g( 71‘7“)
Poiché i componenti hanno valori costanti, il sistema dhiita € LTI con matrici:
_ 0 _Tl 0 103 l 103
A= 1 ~1 :lw‘ﬁ —102}’ b= § :[0}
| C C(Ry1+ Ry)
Ry
C=10 =10 09 D =10
mam | =[009]. p=p
2 Esercizio

Si consideri il sistema dinamico elettrico riportato in figui cui componenti assumono i
seguenti valori numericiL = 0.1H, C' = 107*F, R, = 109, Ry = 990 Q, R3 = 500 (.

R,

AYAVAY

Rl
+
e{M

L

C =— Ve R3 y

Calcolare la funzione di trasferiment®(s) fra I'ingressoE(s) = L{e(t)} e l'uscita

Y(s) = L{y()}-

Soluzione

Facendo riferimento alle variabili riportate nella figuegaente,

i, L

R, i R,
{\/\/V —> AVAYAY;
+
e

C

iof :vc
T

VL
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le equazioni costitutive dei componenti con memoria (itwlue condensatori) sono:

, L due(t)
oty - ol

dig(t)
or(t) = L=5=

mentre le equazioni topologiche della rete elettrica sono:

e(t) = Ryi(t) + Rai(t) +ve(t) (equazione alla maglia di sinistra)
vo(t) = vi(t) + Rsip(t) (equazione alla maglia di destra)
i(t) =ic(t)+ip(t) (equazione al nodo)

Scegliendo come variabili di stato e d’ingresso:

[ee® ) _[=0] .
le equazioni di stato risultano essere:

iy () = dvc(t) _ ic(t) _ i(t) —ip(t) _ e(t) — ve(t) - 25 (t) _
1 dt C C C(Rl +R2> C

-1 1 1
— mﬂfl(t) - EI'Q(t) + mﬂ(t} = fl(t, .’L’,U)
alt) = dzCth(t) _ ULL(t) _ ve(t) _LR?,ZL(t) _ %xl(t) B %@(t) _ ot z.)

e 'equazione d’uscita é:
y(t) = Rsip(t) = Ryxa(t) = g(t, z,u)

Poiché i componenti hanno valori costanti, il sistema diiita € LTI con matrici:

1 -1

1 1 1

Ao ClRi+hRy) C | _[-10 —10° ., B= C(Ri+Ry) | = |10
) R, 10 5000 0 0
L L

C=[0 Ry]=1[0 500], D=][0]

e la funzione di trasferimento é:

-1
B et B s+10 10 10 B
G(s)=C(sI —A)'B+D=[0 500 | { Z10 s+ 5000 o | T0I=
— [0 500] 1 s+ 5000 —10* 0]
B (s + 10)(s + 5000) + 105 10 s+10 0|

50000
52 4+ 5010s + 150000
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3 Esercizio

Si consideri il sistema dinamico elettrico riportato in figuin cui compare un compo-
nenteZy avente caratteristica statica non linearg(t) = a iz (t) + 3 i3 (¢).

4 jv .
Vz | |Zu CT e |

Scrivere le equazioni di stato del sistema, scegliendo a@mabile di stata: = [iy, vc]”
e come variabile di ingresso= .

Soluzione

Facendo riferimento alle variabili riportate nella figuegaente,

L i, R
VZ ([ Zy C —‘— C i
I
le equazioni costitutive dei componenti con memoria (itwhue condensatori) sono:
dir(t)
t)y =1L
0 dt
. dvc(t)
t)y =C
ic?) dt
mentre le equazioni topologiche della rete elettrica sono:
ve(t) = v (t) +vz(t) (equazione alla maglia)
i(t) =ip(t) +ic(t) (equazione al nodo)

Essendo state scelte come variabili di stato e d’ingresso:

o= ) }( o] =i

ed osservando chg(t) = iz (t) = z1(t), le equazioni di stato risultano essere:
i (t) = din(t) () _ Uc(t) —ug(t) _wa(t)  aig(t) + B ag(t) _
' dt L L L L
a B 4
=—7u(t) - 7oy 1(t) + z$2( )= fit,z,u)
ity = 220 1O 1Ol _ Ay gy 4 Lty = pta
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Modellistica dei sistemi dinamici meccanici
Esercizi risolti

1 Esercizio

Nel sistema dinamico meccanico in rotazione riportato iarg due corpi puntiformi
(aventi momenti d’inerzia/; e J, e posizioni angolard; e ;) sono collegati fra loro
mediante uno smorzatore con coefficiente di attrito visgash corpo J;, su cui agisce
una coppia esternd, e collegato ad una parete fissa per mezzo di una molla taigio
con elasticital{. Ognuno dei due corpi € soggetto ad una coppia di attritattesizzata
rispettivamente da un coefficiente di attrito viscoso egjeintes, e 3,.

6,

Scrivere le equazioni del moto dei due corpi puntiformi.

Soluzione
L'equazione del moto del corpo puntiforme d’inerzigée pari a:
Jbi(t) = —C () = [K(02(6) = 0) + BO() — bo(8) + BB (t) — 0)] =
= —K0,(t) — (64 81)0:(t) + BO2(t) — C(t) =

J101(8) + (B4 8101 (1) + K6, (t) = 86s(t) — C(¢)
mentre I'equazione del moto del corpo puntiforme d’inetzi& pari a:

Jofla(t) = = | B0a(t) = B:(0)) + B,(0a(t) = 0)] = B(1) — (B + B)a(t) =
Tab(t) + (B + Ba)fa(t) = 501 (¢)

2 Esercizio

Dato il sistema riportato in figura, in cli(¢) & la forza applicata al punto materiale di
posizioney,(t), calcolare la funzione di trasferimentd s) fra F'(s) e la posizioney,,(s).

>+ B
K
F 4—!—"6?5* m [F

Yo ---P~ Y P

N\
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Soluzione
L'equazione del moto del corpo puntiforme di massa patri a:
M gjm (t) = = [K (ym(t) = yo(t)) + B (t) — 0)] = =Ky (t) + Kyo(t) — Bim(t)
mentre I'equazione del moto del punto materiale di poseigift) € pari a:
0gm(t) = 0= F(t) = K(ym(t) = yo(t)) = F(t) = Kym(t) + Kyo(t)

Per determinare la funzione di trasferimenit(s), & sufficiente trasformare nel dominio
di Laplace le due equazioni del moto, ipotizzando condizi@aiali nulle:

ms> Ym(8) = —=Kym(s) + Kyo(s) — Bsym(s) = (ms2 + Bs+ K) ym(s) = Kyo(s)
0=F(s) — Kyn(s) + Kyo(s) = Kuyo(s) =—F(s)+ Kym(s)

ed esplicitare quindi il rapporto fr@,,(s) ed F'(s), sostituendo un’equazione nell’altra:

(m32+55+K) Ym(s) = Kyo(s) = —F(s)+Kyn(s) = (m52+65) Ym(s) = —F(s)

_ ym(s> _ —1

= G F(s)  ms2+Bs

3 Esercizio

Un corpo puntiforme di mass#/ e collegato ad una cerniera mediante un’asta rigida
di lunghezza&l e massa trascurabile, la cui posizione angolare e indwadall’angolo
d(t). Il pendolo cosi costituito & libero di muoversi vincaan un semipiano orizzontale
(—m/2 < 6 < 7/2) perpendicolare alla direzione su cui agisce il campo ¢maionale.
Sulla massa/ agisce una forz&'(¢) in direzione orizzontale e verso indicato nella figura
sottostante. Sulla cerniera si originano una coppia dit@tiscoso, caratterizzata dal
coefficientes, ed una coppia elastica, caratterizzata dal coefficigntea forzal'(¢) e la
velocita angolar@(t) del pendolo costituiscono rispettivamente I'ingressauedita del
sistema.

F(t)
X
go 6 (
B, K

Determinare il modello matematico in variabili di statoalet sistema dinamico, sceglien-

T
do come variabile di state(t) = [G(t), Q(t)] e considerando i seguenti valori numerici
dei parametri:M =0.2 kg, /=0.5 m, =0.1 Nms/rad,K =0.3 Nm/rad.
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Soluzione

Poiché il campo gravitazionale € perpendicolare al pgnoui si muove il sistema dina-
mico, il contributo della forza peso e nullo ai fini dell’eagione del moto del pendolo,
che é data da:

JO(t) = Te(t) — [K(G(t) —0) + B(t) — 0)} — (F(t)cos (B(1)) — KO(t) — BO(t)
in cui J = M /2. Essendo state scelte come variabili di stato e d'ingresso:

o(t) z1(t)
=5 ][50 ] wo-ro

le equazioni di stato risultano essere:

i (t) = %Sf) = 0(t) = z(t) = fi(t,z, )
io(t) = %ﬁ) — (1) = ﬁ [—fF(t) cos (0(1)) — KO(t) — 59@)] —

—K 5 1
= M€2371(75) - M€2x2(t) ~ 7 ¢ (z1(1)) - u(t) =

= —6x1(t) — 222(t) — 10 cos (21 (t)) - u(t) = fo(t, x,u)

e 'equazione d’uscita é:
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Modellistica dei sistemi dinamici elettromeccanici
Esercizi risolti

1 Esercizio

Nel sistema dinamico elettromeccanico riportato in figuragnotore elettrico in corrente
continua comandato in armatura € collegato ad un caricaangduno smorzatore rota-
zionale avente coefficiente di attrito viscg$g. Un cuscinetto a sfera con coefficiente di
attrito viscoso3, e calettato sull'albero motore, caratterizzato dal mamelinerzia J;

e dalla posizione angolark. Il carico e caratterizzato dal momento d’inerziae dalla
posizione angolaré,. Siindichino conv,, i, R4, L4, ve, ic, Re, L. la tensione, la cor-
rente, la resistenza e l'induttanza rispettivamente delito di armatura e di eccitazione.
Laf.e.m. indotta vale = K - 0,, mentre la coppia motrice valg,, = K - i,.

—————————————————————————————————————————————————

iy R, L . |
————ANN— ! B :
o Jig RLe o JTel Y B .
Va VA eC ' ‘l' ‘I ,_l Jl JZ ll :
e ]

o 591' wl \ 621 &)2
: : PN | Yo carico
cuscinetto

. . motore
motorein c.c., comandato in armatura asfera

Scrivere le sole equazioni dinamiche del sistema compiessi

Soluzione

L'equazione dinamica della maglia d’armatura é:

va(t) = Ryia(t) + Ly di2§t> +e(t) = Ryia(t) + Ly di;§t> + K -0,(t) =
£ 880 — —Ryiof0) + walt) - K: -

L'equazione del moto dell'albero motore d’inerziae:
T1(t) = T(t) =[5, (01(1) = 0) + Braba(t) = Ba(0))] =
= K7, -ia(t) = (By + Bro)0i(t) + Braba(t) =
J101() + (81 + B12)01(t) = K7, - ia(t) + Br262(t)
mentre I'equazione del moto del carico d’inerzige pari a:
Taba(t) = —f1a(02(t) = 61(1) = —Broba(t) + Brobi (1) =
J2 Ba(t) + B1o0(t) = Bro6: (1)
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2 Esercizio

Si consideri il sistema dinamico elettromeccanico cogtitda un motore elettrico a cor-
rente continua con comando di eccitazione, il cui alberoliegato al sistema meccanico
riportato in figura, costituito da una molla torsion&leuno smorzatore rotazionateed
un carico con momento d’inerzid. Si indichino con:v, edi, la tensione e la corrente
del circuito di armatura del motore, ed:. la tensione e la corrente del circuito di ecci-
tazione del motoregj; e 6, le posizioni angolari rispettivamente dell’albero moterdel
carico. Sul carico agisce inoltre una coppia di distutho

S

T\
boop Je,,"f

94.
Scegliere opportunamente il vettore di stated il vettore di ingressa.

Soluzione

Per un motore elettrico a corrente continua con comandagtegone, 'equazione della
maglia d’eccitazione e dinamica:
die(t)

dt

(in cui i, € una variabile di stato @, € un ingresso), mentre I'equazione della maglia di
armatura e statica:

Ue(t) = Reie(t) + Le

Va(t) = Ruia(t) = Raia = T

in guanto siimpone una correntgo una tensiong, costante.
L'equazione del moto dell'albero motore é:

J101(t) = To(t) — k(01(1) — 05(t)) = K iq — k01 (t) + kO5(1)

per cuif, e91 sono variabili di stato.
L'equazione del moto del carico d’inerziae pari a:

T (1) = —Cilt) — [k(HQ(t) —04(1)) + B(Os(t) — 0)} — ()1 kO, (1) — kOs(t) — 8Os (1)

per cuif, e, sono variabili di stato €'; & una variabile d’ingresso.
Pertanto una possibile scelta del vettore di stag¢alel vettore d’ingresso € la seguente:

. . 1T
€r = |:i6791791792792:| U = [U€7Cd]T
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Modellistica dei sistemi dinamici termici
Esercizi risolti

1 Esercizio

Un sistema termico e costituito dai corpi omogehe? e 3, aventi temperaturéy, 0, e

03 rispettivamente; 'ambiente esterno si trova alla temjoesacostantd, = 200 K. Le
capacita termiche dei tre corpi sono date(da= 2 J/JK e C; = C3 = 1 J/IK, mentre le
conduttanze termiche fra i corpi e fra ciascun corpo e I'anta esterno sono rispettiva-
mente: K15 = 2 W/K, Ky3 = 1 WIK, K1y = Ky = K39 = 2 WIK (si ricorda che la
conduttanza termic&’;; € pari al/R;;, ove R;; € la resistenza termica fra i corpe j).
All'interno del corpol si trova un generatore di calore di potempga= 400 W.

6
6, 6,

91
™
[ Py |
Determinare le equazioni dinamiche del sistema, validegaristante > 0.

Soluzione

L'equazione dinamica del corpo omogeriee:

C10:1(t) = +po(t) — [Ki2 (01(t) — O2(t)) + Ko (01(2) — 6o(2))] =
= — (K12 —+ KlO) Ql(t) + Klgeg(t) + Kloeo(t) + po(t) =
0.(t) = —Kl%lmoel(t) + %eg(t) + %Oeo(t) + Oilpo(t) =
= —20,(t) + 02(t) + 400

L'equazione dinamica del corpo omogerie:

Caba(t) = 0 — [K1 (B2(t) — 01(1)) + Koz (B2(t) — 05(1)) + Koo (62(t) — bo(t))] =

== Klzel(t) — (K12 —|— Kgg + Kgo) 92(t> "— K2393(t) "— Kzo(go(t) =
Ko + Koz + Ko Ko Ky -
2 0o(t) + o 03(t) + s Oo(t) =
=20,(t) — 505(t) + 05(t) + 400
L'equazione dinamica del corpo omogergee:
Cifs(t) = 0 — [Kas (B3(t) — 0a(t)) + Ko (B3(1) — 6o(1))] =
= Ko30s(t) — (Ka3 + K30) 05(t) + K3060(t) =

K3+ Ky K3
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2 Esercizio

Un sistema termico e costituito da due corpi omogdnei2; all'interno del corpol e
applicato un flusso di calongs; I'ambiente esterno e a temperatura costante = 0 K.
Gli stati del sistema sono dati dalle temperature 6, dei due corpi omogenei, I'ingresso
e costituito dal fluss@r, mentre l'uscita & data dalla temperatdsa Determinare le
matrici A, B, C' e D del modello LTI che descrive il sistema, assumendo che laatp
termiche dei due corpi siano date @a= C; = 2Cj e le conduttanze termiche fra i due
corpi e fra il corpo2 e 'ambiente esterno siand,, = Ky = 1/(0.5R), ove0.5R € la
resistenza termica fra i vari elementi.

Soluzione

L'equazione dinamica del corpo omogeriee:

C101(8) (1) = +pr(t) — K1 (01(t) — 05(t)) = —K1201(t) + K120(t) + pe(t) =
0,(t) = —%el(t) - %92@) + CilpE(t) =
1 1 1
- _Rcoel(t) + 7 0s(t) + 2—C,OpE(t)

L'equazione dinamica del corpo omogerie:
Cofa(t) = 0 — [K1 (02(t) — 01(t)) + Kao (02(1) — T4 (t))] =
== Klgel(t) — <K12 + Kzo) 92(t> + K20Tmf(t) =
; Ko Kip + Ky Ky 1 2
O5(t) = —=01(t) — ————05(t ——Ti(t) = —01(t
2(t) e 1(1) c o(t) + , rif (1) RC, 1(?)
Scegliendo come variabili di stato e d’ingresso rispettigate:

_ [ ) | _ | (D) u(t) —
l‘(t) = l 92(t) ] = l .I'Q(?f) } ) (t) pE(t)
le equazioni di stato risultano essere:

. 1 1 1

ia(t) = Ri%xl(t) - Ri%@(t)
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#(t) = Ax(t) + Bu(t) = R%b [ ) } (1) + Cio [ v } u(t)

L'equazione d’uscita e data da:

y(t) =05(t) = 22(t) =  y(t)=Cax(t)+Du(t)=[0 1 ]x(t)+[0]u()
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